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APPLICATIONS    DE    MÉCANIQUE    ANALYTIQUE. 


MÉMOIRE 


SUR 


LES    MOUVEMENTS    RELATIFS; 

Par  M.  Edmond  BOIJR. 


Présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le  25  février  i856. 


A  l'époque  où  je  rédigeais  ce  Mémoire,  les  questions  qui  y  sont  trai- 
tées pouvaient  offrir  un  certain  intérêt  d'actualité.  11  n'en  est  plus  de 
même  aujourd'hui,  tous  ces  problèmes  ayant  été  surabondamment 
résolus  par  les  méthodes  les  plus  variées,  et  figurant  depuis  longtenips 
dans  les  traités  les  plus  élémentaires  d'analyse  et  de  mécanique,  voire 
même  de  physique. 

Cependant  je  ne  pense  pas  que  les  publications  anciennes  ou  récentes 
sur  cette  matière  soient  de  nature  à  faire  du  tort  à  un  ouvrage  tel  que 
cehii-ci,  qui  s'adresse  avant  tout  aux  géomètres,  et  où  l'on  se  propose 
de  développer  certaines  applications  très- simples,  mais  dignes  de 
quelque  attention,  à  des  problèmes  intéressants,  des  belles  méthodes 
de  la  Mécanique  analytique. 

Tome  VIIF  (2*  série).  —  Janvier  i863.  I 
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La  science  tles  Engrange  et  des  Jacobi  mérite  bien,  en  eiïel,  d'être 
cultivée  pour  elle-même;  et  il  ne  paraît  pas  inutile  d'en  multiplier  les 
applications,  car  je  sais  par  expérience  qu'en  écrivant  sur  ce  sujet  on 
s'expose  à  ne  pas  èlre  compris,  même  de  ceux  qui,  par  V intitule  de 
leurs  travaux,  sembleraient  devoir  être  plus  particulièrement  au  cou- 
rant de  la  question. 

Comme  je  tiens  à  ne  me  jamais  rien  attribuer  au  delà  de  ce  que  j'ai 
fait,  je  déclare  d'avance,  pour  cpi'on  ne  s'y  trompe  pas,  que  ce  Mé- 
moire ne  renferme  aucun  principe  vraiment  nouveau  :  il  est  unique- 
ment destiné  à  montrer  comment  la  plupart  des  problèmes  ordinaires 
de  la  dynamique  se  trouvent  résolus,  aussitôt  qu'ils  sont  posés,  pai- 
l'emploi  des  jirocédés  de  l'analyse  transcendante.  Avec  ces  métbodes, 
eu  effet,  tous  les  détails  intermédiaires,  toutes  les  difficultés  accessoires 
qui  sont  relatives  à  l'intégration  des  équations  du  mouvement  ont 
été  élucidées  une  fois  pour  toutes,  lors  de  l'établissement  de  la  théorie 
générale;  et  l'on  n'a  plus  absolument  à  s'en  préoccuper  quand  on 
aborde  les  applications  particulières. 

Chargé  depuis  quelque  temps  de  l'enseignement  de  la  Mécanique 
rationnelle  à  l'École  Polytechnique,  je  crois  à  peine  utile  de  dire  que 
je  n'ai  point  eu  un  seul  instant  la  pensée  d'introduire,  même  à  titre 
d'essai,  de  pareilles  méthodes  dans  des  leçons  élémentaires. 

La  clarté  et  la  simplicité  de  l'exposition  exigent  impérieusement  que, 
dans  un  cours  de  ce  genre,  tous  les  intermédiaires  soient  avec  soin 
conservés  et  mis  en  lumière,  chacun  avec  le  jour  qui  lui  convient;  elles 
exigent  qu'à  côté  de  chaque  propriété  du  mouvement  on  aperçoive 
pour  ainsi  dire  sa  raison  d'être,  de  manière  à  saisir  immédiatement 
dans  les  différents  problèmes  ce  qu'ils  ont  de  commun  et  ce  par  quoi 
lis  diffèrent;  elles  exigent,  en  un  mot,  qu'en  traitant  de  la  mécanique, 
on  lai.sse  à  l'analyse  ce  qui  appartient  à  l'analyse,  et  que,  tout  en 
fiiisant  largement  appel  aux  secours  de  celle-ci,  l'on  n'envie  pas  aux 
géomètres  purs  le  plaisir  de  contempler  de  haut  et  d'embrasser  d'un 
coup  d'œil  le  magnifique  ensemble  de  toutes  les  branches  de  la  science 
mathématique,  dans  leur  harmonieuse  corrélation. 

Gray,  1862. 
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On  sait  qu'on  peut  considérer  les  mouvements  relatifs  comme  des 
mouvements  absolus,  en  ajoutant  aux  forces  réellement  agissantes  deux 
forces  fictives  dont  Coriolis  a  donné  les  expressions  :  ces  forces  sont 
des  fonctions  des  coordonnées  et  des  vitesses  relatives  des  points  mo- 
biles, ainsi  que  des  quantités  qui  définissent  le  mouvement  du  sys- 
tème mobile  de  comparaison. 

Cette  manière  d'envisager  les  mouvements  relatifs  est  celle  qui  se 
prête  le  mieux  à  une  étude  géométrique.  Si  l'on  veut,  au  contraire,  la 
traduire  en  analyse,  comme  les  composantes  des  forces  fictives  con- 
tiennent les  dérivées  des  coordonnées  relatives,  les  équations  diffé- 
rentielles prennent  une  forme  toute  différente  de  celle  qu'on  ren- 
contre ordinairement  dans  la  mécanique  analytique,  où  les  forces 
sont  toujours  supposées  fonctions  des  coordonnées  seulement. 

Il  suit  de  là  que  les  méthodes  générales  paraissent  ne  pas  s'ap- 
pliquer à  ces  équations,  au  moins  telles  qu'elles  sont  immédiatement 
obtenues. 

Pour  les  faire  rentrer  dans  la  règle  commune,  il  n'y  aurait  évidem- 
ment qu'à  recourir  aux  formules  générales  de  Lagrange,  qui  donnent 
les  équations  différentielles  du  mouvement  dans  un  système  de  va- 
riables quelconque. 

Par  une  transformation  de  coordonnées,  on  exprimerait  la  fonction 
des  forces  et  la  demi-force  vive  absolue  au  moyen  des  coordoimées 
apparentes  et  du  temps,  et  l'on  obtiendrait  indirectement  les  équations 
différentielles  auxquelles  satisfont  les  coordonnées  relatives. 

La  théorie  analytique  et  géométrique  des  mouvements  relatifs  n'est 
donc  plus  à  faire  :  on  a  dès  à  présent  tout  ce  qu'il  faut  pour  traiter 
tous  les  problèmes  qui  peuvent  se  rencontrer,  et  pour  achever  la  so- 
lution de  ceux  qui  ne  présentent  pas  de  difficultés  analytiques  trop 
considérables;  je  crois  cependant  que  l'exposition  de  la  méthode  que 
je  propose  ne  sera  pas  entièrement  dénuée  d'intérêt,  surtout  au  point 
de  vue  des  applications.  Il  est  d'ailleurs  évident  qu'au  fond  elle  ne 
peut  que  rentrer  dans  celle  de  Lagrange,  à  un  léger  artifice  près. 

A  l'exemple  de  Coriolis,  je  suppose  que  l'on  considère  le  mouvement 
comme  un  mouvement  absolu;  et  je  montre  comment  on  en  obtient 
les   équations    sous   la  forme   canonique j   en    ajoutant,  à  la  fonction 
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(les  forces,  des  ternies  qui  (lép<MHlenl  seulement  des  coordonnées  appa- 
lentes  et  du  temps.  Ces  termes  additionnels,  qui  jouent  ici  un  rôle  ana- 
logue à  celui  des  forces  fictives  de  Coriolis,  se  divisent  également  en 
deux  parties  :  la  première  dépend  du  déplacement  de  l'origine,  el  la 
seconde  du  changement  de  direction  des  axes. 

L'utilité  de  mon  travail  ressortira  d'ailleurs  de  quelques  applica- 
tions aux  problèmes  les  plus  célèbres  en  ce  genre,  problèmes  jusqu'ici 
assez  incomplètement  étudiés  ou  résolus  par  approximation,  tandis 
que  ma  méthode  en  fournit  avec  la  plus  grande  facilité  les  intégrales 
rigoureuses. 

Cette  méthode  se  prête  tout  naturellement  à  l'application  de  la 
théorie  de  la  variation  des  arbitraires,  sous  l'influence  de  certaines 
actions  perturbatrices.  En  regardant  comme  termes  perturbateurs  ceux 
qui  proviennent  de  la  noi>-fixité  des  axes  coordoimés,  on  pourra,  dans 
plusieurs  cas,  se  dispenser  de  tout  calcul  pour  effectuer  l'intégration 
du  problème  troublé,  si  l'on  suppose  connue  celle  du  mouvement 
absolu  correspondant. 

Par  exemple  dans  le  problème,  pourtant  assez  compliqué,  de  la  rota- 
tion d'un  corps  quelconque  autour  de  son  centre  de  gravité,  on  re- 
connaît immédiatement  qu'il  suffit,  pour  obtenir  les  intégrales  du 
mouvemetit  relatif,  d'ajouter  un  terme  à  l'une  des  intégrales  données 
par  Jacobi  pour  le  cas  du  mouvement  absolu,  et  de  changer  la  valeur 
des  constantes  arbitraires  qui  figurent  dans  ces  intégrales  :  il  n'y  a  donc 
aucun  nouveau  calcul  d'intégration.  Dans  le  cas  des  problèmes  plus 
rebelles,  tels  que  celui  du  pendule,  même  à  l'équateur,  on  trouve  du 
moins  avec  une  très-grande  facilité  la  seule  solution  rationnelle  de 
celte  question  célèbre;  c'esl-à-dire  le  développement  des  intégrales  en 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  la  rotation  de  la  terre,  consi- 
dérée comme  quantité  très-petite  du  premier  ordre. 

Un  premier  chapitre  est  consacré  à  l'étude  du  mouvement  d'un  ou 
de  plusieurs  points  libres,  je  passe  ensuite  au  cas  d'un  système  à  liai- 
sons quelconques;  je  termine  par  les  applications  qui  ont  pour  objet 
le  mouvement  des  projectiles  ainsi  que  celui  du  pendule  simple  dans 
le  vide,  et  les  différents  cas  de  la  rotation  des  corps  solides  autour  de 
leur  centre  de  e[ravité. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

MOUVEMENT    RELATIF    d'uN    ENSEMBLE    DE    POINTS    LIBRES. 

1.  Soient  0.r,  Oj^,  Oz,  trois  axes  rectangulaires  mobiles  auxquels 
on  rapporte  le  mouvement  d'un  système  de  points  libres;  //?,,  oCi^yi,  2,, 
la  masse  et  les  coordonnées  de  l'un  cpielconque  de  ces  points;  enfin 
Xj,  Y/,  Zj,  les  composantes  de  la  force  motrice  qui  sollicite  ce  même 
point.  Si  les  axes  coordonnésétaient  fixes,  les  équations  du  mouvement 
seraient 


(0 


Je  considère  seulement  les  cas  où  les  composantes  X,,  Y,-,  Z,-,  sont  les 
dérivées  partielles  d'une  même  fonction  U  des  coordonnées  .r,,  y^.  z,, 
des  divers  points   mobiles  :  U  est  ce  que  1  on  appelle  ]ii  Jonction  des 
forces;  de  plus,  je  désigne  par  T  la  demi-somme  des  forces  vives  appa- 
rentes du  système 

enfin  si  je  pose,  avec  M.  Hamillon, 

U  -  T  =  H, 

on  sait  que  la  foi  me  (i)  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 

.  d.Vi  _  dH  d.mix.  ^(f^ 

^     '  dt  d.nijX.  dt  dxi 

Si  les  axes  sont  mobiles,  en  désignant  par  m^,  i'/,  iv, ,  les  projections 
sur  ces  axes  de  l'accélération  totale  absolue  du  point  dont  la  masse 
est  m,,  on  a  toujours 

,Q-,  dV  r/U  d\] 
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mais  on  n'a  plus 


^i.r\ 

dz\ 

^'=  .^' 

"'/ 

(h 

dx'. 

I 


Je  vais  commencer  par  calculer  les  nouvelles  expressions  des  quan- 
tités ^^,,  i>i^  TV,,  quand  les  axes  auxquels  on  rapporte  le  mouvement 
du  système  sont  eux-mêmes  animés  d'un  mouvement  que  je  suppo- 
serai coimu. 

2.  Soient  CP,  CQ,  CR,  trois  axes  rectangulaires  fixes;  /;,  7,  /',  les 
coordonnées  par  rapport  à  ces  axes  d'im  point  dont  la  masse  est  ni; 
p.,  q'f  /■',  celles  de  l'origine  mobile  O;  et  enfin  rt,  a,  a";  b,  h',  h  ;  6", 
c\  c"j  respectivement  les  cosinus  des  angles  faits  par  les  axes  mobiles 
avec  CP,  CQ,  CR  :  les  formules  de  transformation  qui  servent  à  passer 
du  système  {Ox\  Oj,  Oz)  au  système  (CP,  CQ,  CR)  sont 

p=zp'-\-n.r-\-  a  'y  +a"z, 

(4)  ■    cj  =  q'+bx-\-b'j+h"z, 

'   r=  r' -hcjc -{- c'r-{-c"z; 

d'où,  en  différentiant, 

(dp  dp'  dx  ,  dy  ,/  dz  da  du'  da" 

dt  dt  dt  dt  dt  dt  -'  _  dt               dt 

dq  dq'  j   d.r  , ,  dy  ,  n  dz  db  dh'  db" 

^     '              \     dt  at  dt  dt  dt  dt  •        dt  dt 

\     dr  dr'  dx  ,  dr  ,/  dz  de  de'  d'" 

\    dt  dl  dt  dt  dt  dt  ^     dt  dt 

Désignons  par  P,  Q,  R;  P',  Q',  R',  les  projections  sur  les  axes  mo- 
biles des  vitesses  absolues  du  point  que  l'on  considère  et  de  l'origine  O, 
c'est-à-dire  posons 

dt  dt  dt 

(6)  ;  ç^  =  a''^^b'^i+c''^, 

^     '  '    ^  dt  dt  dt 

P,  „  dp         j  „  dq  ,,  dr 

R  =  ci'  -{-  -\-b  -j--^  c"—  ; 

at  dt  dt 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  *) 

dt  dt  dt 

In)  }Q'=a'%  +  b'%+c''^, 

^'  '  \    ^  dt  dt  dt 

R'  =  a'  ^  +  //'-f  +  c'  — . 

dt  dt  dt 

el  tirons  des  équations  (5)  les  valeurs  de  P,  Q,  R  :  il  suffit  pour  cela 
d'ajouter  ces  équations  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par 
<7,  è,  c\  a',  b',  c'',  o",  h",  c". 
Si  je  fais,  pour  abréger, 

,,  da'         j ,,  db'  „  de' 

a"  -r  +  ^  -7-  +- 1   -r  =  a, 

dt  d'.  dt  ' 

(8)  1  «ITT +''l?r -*-'■  — =  i5. 


il  vient 


,  da  1  ,dh  ,  de  r  »  , 

dt  at  dt  '  L    J 


P  =  P'+^  +  |3z-77, 


(9)  Q=Q'+|:  +  7.r-«z, 

r  d7 

R  =  R'+^H-ar-iS.r. 

\  dt  ^  ' 

5.  En  continuant  les  calculs,  qui  n'offrent  ni  intérêt  ni  difficulté 
d'aucune  espèce,  on  arriverait  aux  équations  différentielles  du  mou- 
vement. Ces  équations  sont  du  second  ordre,  et  on  peut,  si  l'on  veut, 
les  remplacer  par  un  nombre  double  d'équations  du  premier  ordre, 
en  prenant  pour  variables  auxiliaires  les  premières  dérivées  des  in- 
connues X,  ^',  2,  c'est-à-dire  en  faisant 

dx  ,       dy  ,        dz 

x'—-r^      r=^'      ^=-77' 

dt  -^  dt  dt 


[*]  On  sait  que  ces  quantités  sont  les  composantes  suivant  les  trois  axes  mobiles  de 
la  rotation  instantanée  du  système  de  comparaison  lié  à  ces  axes. 


^ 

dx        ^ 

=  ,¥  +  (5^ 

-11 

r, 

dy 

-az, 

ç 

dz 
=  ,77  +  «/ 

-P.r 
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li  esl  évident  qu'il  y  a  une  infinité  de  systèmes  de  variables  auxi- 
liaires conduisant  à  un  résultat  du  même  genre.  Or  rarJifice  dont  j'ai 
fait  usage  consiste  snuplement  à  employer  au  lieu  des  dérivées,  pour 
opérer  la  réduction  au  premier  ordre,  les  quantités  suivantes  qui  sont 
des  fonctions  linéaires  de  ces  dérivées  : 


(lO; 


J'introduis   immédiatement  ces  nouvelles  variables  dans  les  équa- 

,  ^ ,     ,    ,        ,  .     dx    dy    dz  ,  ,       . 

tions  (5),  a  la  place  ne  — -?  —,  —  ;  et  ces  équations  deviennent 

dp         dp'  ,  , 

(II,-  \  ■J;  =  ^  +  b^-^h''n^b'Ç. 

dr' 
=  -7-  H-  cS  +  c'r,  +  c"'C. 
dt  ^  - 

Comme  elles  sont  maintenant  tout  à  fait  pareilles  aux  équations  (4), 
il  est  évident  qu'une  deuxième  différentiation  conduira  à  une  série 
d'équations  de  même  forme  que  les  précédentes-  et  si  l'on  désigne  de 
même  par  m,  v,  w\  u' ,  v\  w',  les  projections  sur  les  axes  mobiles  des 
accélérations  absolues  du  point  que  l'on  considère  et  de  l'origine  O, 
on  devra  trouver  en  définitive 

(12)  I    p— (^'4_  _!!  +  yI  _  aÇ, 

/        '■^^  ov 

w=w'-^-  —  -{-  an  —  p|. 
Rétablissons  maintenant  l'indice  /•,  remplaçons  Ui,  Vi,  ti-,,  par  leurs 
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valeurs  tirées  des  équations  (3),  et  nous  aurons  les  équations  différen- 
tielles du  mouvement 

Wj  -^  =  -j^  —  niiu'-h  ^mi-fii  —  piTiiÇi, 

/■rx  I  d^i  dX]  ,  j.  f- 

(I  )  1^  mi  —  =  -j--—miV'  -h  ocmiÇi  —  7  w,-^,- , 

rfÇ,         d\]  „ 

auxquelles  il  faut  adjoindre  le  système  (10),  qui  donne  les  dérivées  par 
rapport  au  temps  des  variables  principales  .Xj,  y'i^  z-i  : 

(II)  ]^  =  rj.^azi~yxi, 

j      dZj  ^  r, 

i.  Or  ces  équations,  (I)  et  (II),  se  ramènent  facilement  à  la  forme 
canonique  des  équations  (2),  en  déterminant  convenablement  la  fonc- 
tion H  qui  figure  dans  ces  équations,  et  qui  ne  doit  plus  être  ici  la 
fonction  d'Hamilton. 

En  effet,  la  demi-somme  des  forces  vives  apparentes  est 

ou,  en  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  ç, ,  yj,,  Ç,  : 

et  l'on  voit  déjà  que  le  système  (II)  revient  à 

dxi  _     dT  dfi  _     f/T  dZj  _     dT 

'^^''  l/T""  d.mili         dt        d.mifii        dt~d.miCi 

Tome  Vin  (2"»  série).  -  Janvier  i8G3.  -2 
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Je  pos(î  maintenant 

K  =  —  u'  2  '"'  ■^'  ~  *'  2  '"'^"'  ~  '*''2'W/2/ , 

(  Uh-Kh-G  =  U,, 
('^^  j       U.-T  =  H. 

Si  Ion  se  rappelle  que,  d'après  mes  hypothèses,  les  quantités  n\  v\ 
u'';  a,  jS,  7,  sont  (les  fonctions  données  du  temps  t,  indépendantes  des 
coordonnées  .r,,  /,,  z,-,   on   verra    facilement   que  la   valeur  (I)  de 

mi~  n'est  autre  chose  que  la  dérivée  de  H  par  rapport  à  Xi.  D'un 

autre  côté,  comme  U,   ne  contient  ni  les  dérivées  j:,  ,  y,,   r', ,  tu  par 
suite  les  variables  auxiliaires  ^,,  yj,  ,  Ç, ,  on  a 

dT  rfH 


d.nti^i  d.niil^ 

et  l'on  peut  enfin  remplacer  les  équations  différentielles  (I)  et  (11),  ou 
(l)  et  (i4)»  pa''  l^s  suivantes,  où  l'on  reconnaît  la  forme-canonique  des 
équations  ordinaires  de  la  dynamique  : 


(111, 


De  la  le  théorème  fondamental  que  voici  : 

Théorème.  —  Les  équations   différentielles  (la    mou^^enient  relalij 

[*j  Je  ferai  remarquer  que  la  quantité  G  est  la  demi-force  vive  que  possède,  en 
vertu  de  la  rotation  instantanée  du  système  de  comparaison,  l'ensemble  des  points  de 
ce  système  qui  coïncident  avec  les  divers  points  mobiles,  à  l'instant  que  l'on  con- 
sidère. 


dxi 

dt  ~ 

dW 

d.  mjEj 

d.mii^i       ./H 
dt             d.Ti  ' 

(iyi 

dH 

d.nt,ni       dH 

dt  ~ 

d  rnifti 

dt            dy, 

dZi 

dH 
d.WiC 

d.m.Ci       dH 

dt 

dt              dz, 
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d'un  système  de  points  libres  sont  de  même  forme  que  celles  d'un  mouve- 
ment absolu,  pourvu  qu'à  la  fonction  des  forces  on  ajoute  deux  fonc- 
tions nouvelles  que  j'ai  désignées  par  les  lettres  K  e^  G  : 

La  première  dépend  du  mouvement  de  l'origine;  elle  est  homogène  et 
du  premier  degré' par  rapport  aux  coordonnées  apparentes  des  points 
mobiles; 

La  deuxième  est  introduite  par  le  changement  de  direction  des  axes  ; 
elle  est  homogène  et  du  deuxième  degré  par  rapport  aux  coordonnées. 

CHAPITRE  IT. 

MOUVEMENT    RELATIF    DUN    SYSTÈME    A    LIAISONS    QUELCONQUES. 

3.  On  sait  qu'on  peut  remplacer  les  liaisons  par  des  forces  conve- 
nables, et  considérer  alors  tons  les  points  du  système  comme  libres. 
Les  équations  différentielles  qite  j'ai  données  dans  le  premier  chapitre 
peuvent  donc  être  conservées,  à  la  condition  d'introduire  dans  leurs 
deuxièmes  membres  des  termes  dont  Lagrange  a  donné  la  forme,  et 
qui  représentent  les  composantes  des  forces  provenant  des  liaisons 
du  système.  Si  l'on  désigne  par  p  le  nombre  des  équations  qui  expri- 
ment ces  liaisons,  par  L;t  =  o  l'une  quelconque  d'entre  elles,  et  enfin 
par  X,,  X2V)  ^p»  <^6s  coefficients  indéterminés,  les  équations  différen- 
tielles du  mouvement  peuvent  s'écrire  : 

'"'■  ~t  -  r/.r,         "^  A=,  ^*  d7r 

I       V  ]  dm         d{\},  —  T)    _     v^^■=/^^     dU 

^     ■'  \        '■   dt  dyi  ^k-=.\    "  dji 

""'IF  -      dz,      -^  A-=,  ^>*  ^  L  J- 


[*]  MècanUjue  analytique,  3*  édition,  revue,  corrigée  et  annotée  par  M.  J.  Bertrand. 
ToraeP'',  note  VI,  page  409.  Le  calcul  qui  va  suivre  offre  la  plus  grande  analogie  avec 
celui  qui  se  trouve  développé  dans  la  note  que  je  rappelle,  pour  le  cas  d'un  mouve- 
ment absolu.  C'est  ce  qui  me  dispensera  d'insister  sur  quelques  détails  d'algèbre,  qui 
ne  présentent  d'ailleurs  aucune  difficulté. 

2.. 
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Les  (|iiaiitités  l./,  sont  supposées  données  on  fonction  des  coordon- 
nées apparentes  seideniont. 

Snpposons  maintenant,  toujonrs  avec  Lagrange,  qu'on  ait  profité  des 
équations  de  liaison  pour  exprimer  ces  coordonnées  apparentes  en 
fonction  d'autres  inconnues, 

réduites  au  plus  petit  nombre  possible,  et  parlant  tout  à  fait  indépen- 
dantes; et  proposons-nous  de  chercher  les  équations  différentielles 
auxquelles  ces  nouvehes  variables  doivent  satisfaire. 

Pour  cela  je  muhiplie  les  équations  (17)  respectivement  par-^r 
-^,   — ^   (///élant  l'un  des  nombres  entiers  1 ,  2,...,«);  et  je  les  ajoute  à 

tontes  les  équations  analogues  qu'on  obtiendrait  en  attribuant  à  l'in- 
dice /■  toutes  les  valeurs  dont  il  est  susceptible.  Le  premier  membre  de 
l'équation  résultante  est 

-^  /ri^,-    dXi  dr\i   dVi  di^i    dzj  \ 

^^      '  \dr  d^  dt    Iq^         "dt   dqZ)  ' 

quant  au  deuxième  membre,  il  se  compose  de  trois  parties,  et  da- 
bord  de 

-^  /r/U,    dxj_        r/U,    dyj_        (IV^    dzj  \ 
^\dxi    d<i„  dy^    dq^  dzi    dq^J 

somme  qui  n'est  autre  chose  que 

dqm  ' 

en  effet,  U,  ne  contient  pas  d'autres  variables  que  les  coordonnées  .r,, 
Yi,  2,;  plus  les  quantités  qui  dépendent  du  mouvement  des  axes,  et 
qui  sont  considérées  dans  toutes  ces  transformations  comme  des  con- 
stantes. 

dT 

Une  réduction  du  même  genre  n'a  pas  lien  pour  T  :  le  —  des  équa- 
tions (17)  a  été  pris  en  supposant  T  exprimé  en  fonction  de  x,,  ji,  r,-; 
In  ^.j  Ço  t'O'ïiiïie  l'indique  l'équation  (f3);  or,  dans  la  transformation 
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actuelle,  je  remplace  Xi  et  |,-  par  leurs  valeurs  en  fonction  tles  nou- 
velles variables  ly^  et  des  dérivées  </,„  de  ces  variables;  on  a  donc 

I    Qs  àT   -^  clT   dxi         ■^  d'Y   d^i 

^        ^  dq^  ""  -^  dXi  dq^  ^  d^i  dq„,  ' 

en  supposant,  pour  abréger  l'écriture,  cjue  le  signe  V  indique  non- 
seulement  une  sommation  par  rapport  à  Tindice  /,  mais  encore  la  réu- 
nion des  trois  sommes  analogues  relatives  à  chacun  des  trois  axes  coor- 
donnés. 

On  tire  de  l'équation  (i8) 

dT   dXi         dT         '^dT   d\i 


^  dXi  dq„,  dqn         ^  dli  dq^ 


telle  est  la  valeur  de  la  deuxième  partie  du  second  membre  de  1  équa- 
tion que  nous  cherchons  à  former;  et  il  ne  reste  plus  à  considérer, 
dans  les  équations  (17),  qne  les  termes  qui  contiennent  les  facteurs 
indéterminés  X/t;  or  ces  termes,  comme  on  le  sait,  disparaissent  tous 
dans  la  somme.  Il  vient  donc  en  définitive  : 

.  -^         tlli_   dx^         dT         Y  ^T  d^i   _  dU, 

^    ^'  -^       '  dt    dq,„  dq^  Zd  dli  dq^    ~~  dq^ 

6.   Mais  on  a  identiquement 

,        ,  ^-^         d'il   dxi  d      -^y         y,    dXi  •v"^         ^    d      dxi 

d'un  autre  côté  si,  comme  je  l'ai  supposé,  les  liaisons  ne  dépendent  pas 
du  temps,  on  trouvera  facilement  [*] 

dx;   dx^    dli 

dqm  «^7m  H„. 

et 

d      dXi         dx.  cl  dT 


dt     dq^         dqn         dq„      d.mi%i 


[*]  Mécanique  anal/tique,  3®  édition,  tome  l",  note  VI,  page  4io. 
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en  se  rappelant  que  les  équations  (i4)  donnent 


OC:     = 


on  conclu!  de  là 


fI.T,  v^  ^     rl^i 


(21)  2'"'^'^=2-'"'^'^„ 


et 


(22)  2-'"'^'7.' ;?^  =  2.'"''';?^ •  z^  =  ;?^2-^'wi: - Z;??;  ;?^- 

En  ayant  égard  aux  relations  (21)  et  (2'j),  l'équation  (ao)  devient 

et  l'équation  (19) 

7.  Si  l'on  se  reporte  rpaintenant  à  l'expression  (i3)  de  T,  on  recon- 
naît que  celte  fonction  peut  se  décomposer  en  trois  parties  :  la  première 
est  homogène  et  du  second  degré  par  rapport  à  |,,  ru,  Ç,,  je  la  désigne 
par  Ta*,  j'nppelle  T,  l'ensemble  des  termes  qui  sont  du  premier  degré 
par  rapport  aux  mêmes  variables;  c'est-à-dire  que  je  fais 

(a5)     ■  T,  =  \^m,[Q  +  -nf^^f), 

(aO)     T,  =  V  nii [(vjv  -  /3z,-)  ^,-  +  (a z,-  -  y.r,-)  •^,-  -h  (/3.r.-  -  aji)  ?,]; 

quant  à  la  troisième  partie  de  T,  c'est  précisément  la  fonction  G  des 
équations  (1 5),  en  sorte  que  l'on  a 

T  =  T2  4-T,H-G. 

L'introduction  de  ces  notations  permet  de  simplifier  l'équation  (24); 
en  effet,  d'une  part, 
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et,  d'autre  part,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes. 

En  substituant   ces   valeurs  dans  l'éqnation  (24),  et  supprimant  ie6 
termes  qui  se  détruisent,  il  vient 


équation  qu'on  peut  aussi  écrire 

^                                                          dt      dq\^^          dcj^ 

__r/(U+K) 
dqm 

On  obtiendra  «  équations  de  même  forme,  en  attribuant  successive- 
ment à  l'indice  m  chacune  des  valeurs  i,  2,..,,  n\  et  l'on  formera  ainsi 
les  équations  différentielles  du  mouvement  relatif  dans  un  système 
d'inconnues  quelconque  cy,,  «72  v)  7«»  inconnues  que  nous  supposons 
seulement  réduites  au  plus  petit  nombre  possible  par  le  moyen  des 
équations  de  liaison. 

Les  équations  que  nous  venons  de  trouver  remplissent,  dans  notre 
manière  d'étudier  les  mouvements  relatifs,  le  même  rôle  que  les  équa- 
tions célèbres  de  Lagrange,  dans  la  théorie  ordinaire  du  mouvement 
absolu. 

J'ai  déjà  dit  que  ces  équations  de  Lagrange,  qui  servent  pour  des 
variables  quelconques,  s'appliquent  évidemment  au  cas  où  les  va- 
riables sont  les  coordonnées  relatives  ou  des  fonctions  de  ces  coor- 
données; et  il  est  à  peine  nécessaire  de  faire  remarquer  que,  si  nos 
équations  (27)  ou  (IV)  ont  une  forme  différente  de  la  forme  confine, 
c'est  que  T  est  ici  la  demi-force  vive  relative.  On  aurait  toujours,  avec 
l'illustre  géomètre, 

d    dV       dV  _  du 

dt     dq\^^  dq^         dq„^ 

si  l'on  désignait  par  T'  la  demi-somme  des  forces  vives  réelles  de  tout 
le  système. 
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8.  Pour  passer  de  la  forme  (IV)  à  la  forme  canonique,  il  n'y  a  (|u'à 
faii'c  subir  aux  équations  précédentes  une  transformation  tout  à  fait 
pareille  à  celle  que  Poisson  et  Hnmilton  ont  applicpiée  aux  équations 
de  Lagrange.  Posons  donc 

(28)  ;^  =  p„„ 

et  profitons  des  ii  équations  cpion  obtient  on  faisant  successivement 
dans  la  précédente  m=  f,2,...,  «,  pour  éhminer  </', ,  q\^....,  (/„.  En 
remplaçant  ainsi  ces  dérivées  par  des  expressions  qui  contiennent  à  la 

fois  /;,,  f)^ ,  p„  et  </,,  </..,••»  7// »  il  est  clair  qu'on  altérera  les  valeurs 

des  dérivées  de  Tj  par  rapport  à  ces  dernières  variables.  Le  calcul  sui- 
vant va  nous  donner  entre  les  dérivées,  prises  dans  les  deux  systèmes 
de  variables,  les  relations  qui  nous  sont  nécessaires  pour  achever  la 
transformation. 

La  quantité  T,  considérée  comme  fonction  de  </,,  cj.^,...,  ry„;  r/', , 
^y'g,...,  q'„,  est  homogène  et  du  deuxième  degré  par  rapport  aux  déri- 
vées; et  l'on  a 

ce  (|ue  l'on  peut  écrire 

Prenons  la  variation  des  deux  membres  en  faisant  varier  toutes  les 
variables  à  la  fois;  il  vient 

ou,  en  supprimant  les  termes  qui  se  détruisent, 

Cela  posé,  rappelons-nous  que  nous  avons  fait 

T  =  T2  4-T, -hG, 
d'où,  en  remarquant  que  G  ne  contient  pas  les  dérivées  des  inconnues, 
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dT 


et  que  -^  est  égal  à  p^, 


dj                    dT, 

d'où  enfin 

(3o)     • 

â.  —  =  ^p,+  ^.—! 

D'un  autre  côté,  T,  est  du  premier  degré  par  rapport  aux  dérivées  q\; 
par  suite  les  quantités  — ^  en  sont  indépendantes,  et  ne  contiennent  pas 
d'autres  variables  que  ç,,  q^i----,  7«  ?  donc 

.     dT,         .         d      dT,  .         d      dT, 

dq^  ^'   dq,       dq^  '      dq„       dq^ 

L'équation  (3o)  devient  ainsi  : 

^   dT        ^  .       d     dT,  .       d     dT, 

dqn  f  I      dq,      dq^  '     dq„       dq^ 

et  l'on  a  enfin  pour  la  variation  de  T 

le  signe  ^  se  rapportant  à  l'indice  m. 

Tel  est  le  développement  de  âT  suivant  les  variations  des  quantités 
Pm  et  qm-  Si  donc  on  considère  T  comme  une  fonction  de  /?,,  f'o»--? 
Pn',  7n  ^2v»  7«,  le  coefficient  de  chacune  des  variations  âp^,  àc/,,, 
fera  connaître  la  dérivée  partielle  de  T,  prise  par  rapport  à  la  variable 
correspondante  :  donc 

,,   .  dT         , 

(3.)  ;^  =  7.«, 

^  ''  dq^  dq,^  dq,,      -^  ""  dq ^ 

Reportons-nous  maintenant  à  l'expression  (26)  de  T<,  et  remplaçons 

Tome  VUl  (2'  série).  —  Janvier  i863.  ^ 
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?/.  '^ih  Çn  V^^'  lei>''^  valeurs  en  fonction  de  .r,  ,  j, ,  4  ;  >l  vient 

(34)  T,  =  2'"'  i^^^'  -  ^  "'•) •' •  +  (« '•'•  -  V-^')  f'  +  (P •*■'•  -  «. '  '^  ^^  J  -  ^ <^' • 

Doncï,  H-  2G  est  une  fonction  homogène  du  premier  degré  de  .r',, 
j, ,  ?', ,  et  partant  de  ry', ,  q'o^  ..,  7',,;  de  plus 


'/T, 

_  ,/^T, -H?.G) 

'h\ 

'^'y* 

V 

_,   d[T,  +20) 

donc 

27a  ^  =  2  Va         ,/,;         =  T.  +  ^^'' 

et  l'on  peut  écrire  l'équation  (33) 

,,-,  dT  r/T  ./(T,  4-2G)  r/CI\-G) 

(ff/,„  (tf/„  (U/n,  <Uf„ 

La  dérivée  par  rapport  à  </,„,  cpii  figure  dans  le  premier  membre  de 
cette  équation,  est  prise  en  supposant  T  exprimé  en  fonction  des  va- 
riables p,n  et  </,„  ;  celle  du  troisième,  au  contraire,  a  été  formée  avant 
la  substitution  de^,,  p.^^ . .  . ,  /?„,  à  la  place  de  ^', ,  q^^.  . . ,  q'„  ;  c'est  donc 
la  même  que  celle  qui  entre  dans  l'équation  (27).  Si  je  remplace  cette 
quantité  par  sa  valeur,  l'équation  (27)  devient 

dpm  tlH 

Quant  aux  dérivées  par  rapport  au  temps  des  variables  q,„,  elles  sont 
données  par  l'équation  (Sa),  que  l'on  peut  écrire 


puisque 


En  donnant  à  l'indice  m  toutes  les  valeurs  dont  il  est  susceptible,  et 
supprimant  la  caractéristique  spéciale  d,  qui  n'a  plus  de  raison  d'être, 
on  arrive  enfin  aux  équations  du  mouvement,  réduites  à  la  forme  ca- 


dq. 

clH 

dt 

dp„ 

(iT 

dpm 

(IH 

dp„, 
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nonique 


(v; 


dq^  

dil 

<•//>, 

_  '^^ 

dt    ~ 

dp, 

dt 

dq, 

dq^  _ 

d\\ 

dp-, 

f/H 

dt 

1     1 
dp, 

dt 

dq-t 

dqa  _ 

d[\ 

dp,. 

^H 

d't    ~ 

dpu.  ' 

dt 

~h: 

9.  Avant  de  passer  aux  applications,  récapitulons  en  quelques  mots 
la  série  des  opérations  à  effectuer  pour  mettre  en  équations  chaque 
problème  particulier. 

L'expression  générale  de  Tj  est 

On  aura  d'abord  à  introduire,  s'il  y  a  lieu,  dans  cette  équation  les 
quantités  fjt^  q^,  •  •  .,  (}n  î  7i •.  ^'2'  •  ♦  •  5  7»'  ^  ^^  place  des  coordonnées  et 
des  vitesses  ;  on  posera  ensuite  : 

(/T.  dl.  d'ï. 

Il  ne  restera  plus  enfin  qu'à  profiler  de  ces  relations  pour  éliminer  les 
dérivées  q\,q'^,.  .  .  ^  q'„^  et  à  poser 

H=:U  +  K  +  G  -T, 

pour  avoir  les  équations  différentielles  du  mouvement  sous  la  forme 
canonique 

dqi  _         r/H         dp,  _dH 
dt  (/p,  dt  dqi 

10,  Ainsi  que  je  l'ai  annoncé,  l'objet  principal  de  ce  Mémoire  est 
de  montrer,  par  la  résolution  de  quelques  problèmes  un  peu  plus 
compliqués  que  les  problèmes  ordinaires  des  Traités  de  mécanique  ra- 
tionnelle, l'utilité   des   méthodes  de  la  mécanique  analytique,  et  les 

3.. 
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avantages  multiples  qui  résultent  de  la  réduction  des  équations  du 
mouvement  à  la  forme  canonique  d'IIamilton  et  de  Jacobi. 

Dans  toutes  les  applications  qui  vont  suivre,  on  ne  trouvera  pas  un 
seul  exemple  de  l'intégration  d'une  équation  différentielle  :  tout  se 
réduira  à  des  calculs  algébriques,  relatifs  à  la  préparation  de  mon 
système  de  variables,  et  à  une  simple  quadrature. 

On  sait  en  effet  que,  dès  que  l'on  possède  la  moitié  des  intégrales 
d'un  système  d'équations  de  la  forme  (Y),  si  ces  intégrales  satisfont  à 
certaines  conditions  indiquées  par  M.  Liouvillc  [*],  on  trouve  immé- 
diatement par  quadrature  les  intégrales  en  pareil  nombre  qui  com- 
plètent la  solution  du  problème. 

Or,  dans  tous  les  problèmes  sans  exception  qu'on  est  parvenu  jus- 
qu'ici à  résoudre  rigoureusement  ou  par  approximation,  cette  pre- 
mière moitié  des  intégrales  exactes  ou  approchées  s'obtient  à  la  simple 
inspection  des  équations  différentielles  du  mouvement,  ou  plutôt  de 
la  fonction  II  qui  définit  à  elle  seule  un  problème  de  mécanique  d'une 
manière  complète.  11  n'y  a  donc  pas  lieu,  dans  les  questions  qui  vont 
nous  occuper,  d'intégrer  des  équations  différentielles,  encore  moins 
de  négliger  des  termes  qui  gênent  pour  achever  la  solution  de  la  ques- 
tion, comme  sont  obligés  de  le  faire  la  plupart  des  auteurs  qui  ont  traité 
ces  problèmes-là  par  les  procédés  ordinaires,  puisqu'au  moyeu  des  mé- 
thodes de  la  mécanique  analytique,  tout  se  réduit  à  une  quadrature 
fort  simple. 

11.   Soient 

l  Ci    =(p    (/?,,  r/,,...,  ;?„,  q„,  t), 

/3gN  )    a.    =  ?l  (/^.,  7.,---,  Pn,  q,n   0' 

les  intégrales  connues,  dont  on  suppose  que  le  nombre  soit  égal  à  «; 
si  l'on  désigne  avec  Poisson  par  (a,  |3)  la  fonction 


1 


'-"  Ida    d^  _   d%    rfj3 
,_-,    \''/'7i   lipi  (Ipi     dqi 


[*]   Journal  de  Ma tliématif] lies,  t.  XX,  p.  187. 
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les  conditions  qui  doivent  être  remplies  par  les  intégrales  s'expriment 
en  écrivant  qu'on  a  identiquement 

{37)  {Ci,n,   «,„')   =  O, 

pour  foutes  les  combinaisons  deux  à  deux  des  intégrales  (36);  il  faut 
déplus  qu'on  puisse  tirer  de  ces  intégrales  les  valeurs  de /j,,  p2V)/'«, 
en  q,,  ^2vr  '//o  ^5  et  alors  la  quantité 

Uf/t  -h  pidq,  H-  p^dq.,...  -+-  pn^q,,, 

ne  peut  manquer  d'être  une  différentielle  exacte  dY.  La  quantité  Y 
une  fois  connue  par  quadrature,  on  a  pour  les  n  intégrales  qui  restaient 
à  trouver  : 


dW         ^  dV  ,,  dY 

Je 


38)  (3  =  --'     p,  =  -£--     li,.-   - 


Les  intégrales  (36)  et  (38)  constituent  ce  qu'on  appelle  un  sjstème 
caiinnique ;  c'est-à-dire  qu'elles  vérifient,  outre  les  conditions  (3^),  les 
suivantes 

(3g)  (a,„, /3,„)  =  i,       (a,„, /3,„')  =  o,       (/3,„, /3,„0  =  o- 

La  solution  étant  ainsi  préparée,  si  l'on  suppose  une  perturbation 
dans  le  phénomène,  perturbation  dont  l'effet  soit  d'ajouter  à  la  fonc- 
tion H  une  certaine  fonction  ù,  les  quantités  a^,  /3j,  ne  seront  plus  des 
constantes.  On  trouvera  leurs  variations  en  exprimant  O  en  «,,  p,,..., 
«„,  /3^,  t,  et  intégrant  le  système  : 

dcti  du        d^i  dD. 

dt  r/p,'        dt  dxi 

12.  Observons  enfin  que,  dans  le  cas  de  mouvements  relatifs  ter- 
restres, les  quantités  w',  t^,  w';  a,  /3,  y,  sont  des  constantes;  si  donc  la 
question  qu'on  cherche  à  résoudre  est  une  de  celles  auxquelles  s'ap- 
plique le  principe  des  forces  vives, le  mouvement  étant  supposé  absolu, 
le  même  principe  ne  cesse  pas  d'être  applicable  au  cas  du  mouvement 
relatif.  En  d'autres  termes,  la  quantité  H  ne  contenant  pas  le  temps 
explicitement,  on  aura  évidemment  toujours  une  première  intégrale 
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des  équations  (V),  en  égalant  cette  quantité  à  une  constante  arbitraire  a, 
c'est-à-dire  en  posant 

(4o)  a  =  U. 

CHAPITRE  111. 

APPLICATIONS. 

§  F^  —  Mouvement  des  projectiles  dans  le  vide. 

15.  Comme  il  s'agit,  dans  cette  question,  de  déterminer  le  mouve- 
ment d'un  point  libre,  je  ferai  usage  des  équations  (III)  du  chapitre  F^ 

Ayant  fait  choix  d'une  origine  quelconque,  je  prends  le  plan  méri- 
dien pour  plan  des  xz,  je  dirige  l'axe  des  z  suivant  la  parallèle  à  la 
partie  nord  de  l'axe  du  globe,  et  je  place  Oj  sur  la  tangente  au  paral- 
lèle, dans  le  sens  de  la  rotation  diurne. 

Ce  système  de  coordonnées  donne  pour  les  composantes  de  la  ro- 
tation des  axes  : 

«  =  o,     /5  =  o,     7  =  «  ; 
d'où 

/  I  -^x'-nj, 

f       " m'  . 

et 

(2)  T  =  l(|^-h>,=  +  Ç')-/^(.r-„~7^)-^G. 

Enfin,  si  je  désigne  par  w  l'angle  de  la  verticale  avec  l'axe  Oz,  angle 
qui  est  le  complément  de  la  latitude  du  lieu,  et  si  je  suppose  que  la 
masse  du  mobile  soit  égale  à  l'unité,  j'ai  pour  les  composantes  de  la 
pesanteur  à  l'origine  (c'est-à-dire  de  la  force  qui  sollicite  un  point 
matériel  en  équilibre  relatif,  placé  au  point  précis  qui  a  été  pris  pour 
origine  des  coordonnées)  : 

/    id\]\ 


—  g  cos  w. 
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J'admettrai  que  ces  équations  donnent  aussi  les  composantes  de  la  pe- 
santeur en  un  point  quelconque  {jc,  j-,  z),  c'est-à-dire  que,  dans  toute 
l'étendue  de  l'espace  parcouru  par  le  projectile,  la  pesanteur  reste 
constante  en  intensité  et  en  direction. 

Alors,  si  l'on  n'a  pas  oublié  que  —  u',  —  v',  —  w',  sont  respective- 

.    dK     dK     clK  ,      .        ,        ,  ,.  ,ov     •      • 

ment  égaux  a  —■>  --^■>  —•,  on  poiuTa  écrire  les  équations  [o]  ainsi: 

/   r/(UH-K) 

=  -ganoj, 


dx 

dy 

(4)  {^±-^^0^ 

1         ,,.        =— gcosw; 

OU 

(5)  U  -h  R  =  —  gf.rsinw  -f-  zcosw). 

On  a  d'ailleurs 

U,  =  U  +  K  +G,     H  =  U,  -T; 
donc 

(6)  H  =  —  ^(jcsin  w  -h  zcosw)  —  -  (|^  H-  yj*  +  Ç^)  H-  «(x/j  —  >S)  ; 
et  les  équations  différentielles  du  mouvement  sont  : 

dx         ^  de 


(7)  7?7  =  "''-"'^'        7?7===-'^^' 

\   dz  ^  dx. 


On  connaît  déjà  une  intégrale  de  ces  équations;  c'est  celle  des  forces 
vives  : 

(8)  a  =  H. 

Pour  en  trouver  deux  autres,  nous  remarquerons  que  les  trois  der- 
nières équations  différentielles  contiennent  seulement  les  variables  S, 
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yj,  Ç;  de  sorte  qu'on  peut  considérer  séparément  le  système 

(q)  — ; =  — :  =  ' 

^^'  g'sinw  —  ««        «ç        ^cosw 

dont  les  intégrales  sont  : 


ifsinw  \  * 

Tj    —  ■ 


g'smw 
(II)  ao  = arc  lane ;; 

li.  Pour  achever  la  solution  du  problème,  il  faudrait  maintenant 
lésoudre  les  équations  (8),  (lo)  et  (i  i),  par  rapport  à  Ç,  yj,  Ç,  et  former 
la  quantité 

V  =  /(?^.r  H-  r,cîj  +  Çr/z  -f-  Wdt). 

Comme,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier,  les  trois  intégrales  (a),  (a,  ), 
(ao)  satisfont  aux  conditions  de  M.   Liouville,  l'expression  qui  figure 

dans  l'équation  précédente  sous  le  signe  /  est  une  différentielle  exacte, 

et  l'intégration  de  cette  différentielle  exacte  ferait  connaître  la  fonc- 
tion V. 

Comme  il  n'est  pas  algébriquement  possible  de  tirer  ^,  vj,  Ç  des  équa- 
tions (8),  (lo)  et  (i  i),  on  pourrait  résoudre  ces  mêmes  équations  par 
rapport  à  |,  vj,  z,  et  remplacer  V  par  la  quantité 

fi^Hx-hrifij  -  zr/^-hUdt), 

qui  jouit  de  propriétés  analogues;  mais  l'intégration  s'achève  élégam- 
ment comme  il  suit. 

Les  équations  (lo)  et  (i  r)  peuvent  s'écrire,  en  introduisant  un  angle 
auxiliaire  Ô  : 

^  =  a.,  cos9, 


^  ff  COSw    .  ., 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  Texpression  de  V,  on  trouve: 

(i3)      \  =  f^oi,cos6dx-^(^  +  a,s[neyj-\-^-^{^^^ 

d'où,  en  intégrant  par  parties, 

_,             /            r              •     /-\         )?rsinw        jifscosw/  n\    .        * 

V  =  a,(xcos5  +jsin5)  4- 1-  ^ («2+  5)+  ^-^ 

—   /     a<(/cos0  —  ^sin9)  +  -^  ^"^'^     r/^. 


Mais  on  tire  de  l'équation  a  =  H,  en  y  mettant  les  valeurs  (1*2)  de 


5) 


a^[fco<àO  —  .rsinS)  -t- 


a         I  a,         I  ff^sin^w         a.g'sinwsmQ         i  g-cos'w  .  /.xj 

= ; [QC'y-T'^)      \ 

multipliant  les  deux  membres  par  dB  et  intégrant,  il  vient 


J[a,(jcos5-xsin5)+^^]./^ 

i  /  I     „         iff^sins^Ng         a.^sinwcosô         i  £^=cos^d  (aj-f- 9)' 


2         «•' 


La  quadrature  qui  se  trouve  dans  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion est  précisément  celle  qui  figure  dans  l'expression  (i4)  de  V;  et 
en  la  remplaçant  par  sa  valeur,  on  a 

V=  a  (^  -H  ^)  +  a,  [(jc-  ^^)cosÔ  +  jsinô]  -\-\<\ 

■''        ^  gz  coso^  ,  I  g'cos^M  (a,4-9)^    ,    g/sina>         i  gHin'oy  ^ 

n        ^    -  '        1       n-  6  n  2       «' 

15.   Il  suffit  maintenant  de  différentier  cette  fonction  V   par   rap- 
port aux  constantes  a,  a,  ,  «j»  pour  obtenir  les  trois  dernières  inté- 

Tome  Vin  (7"  série).  —  Janvier  i863.  4 
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/3  =  --.-l 

I  n 


(,8)  ]^,  =  -.«,^-[(.r_C2^)eos9+,rsh,ô], 

Sous  coite  forme,  les  intégrales  soiil  disjDosées  de  telle  soile  que 
chnciMie  des  nouvelles  est  la  conjuguée  de  celle  des  premières  qui 
porte  le  même  indice,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

(«o  ft)  =  i  ; 

eu  d'autres  tiMines,  les  intégrales  a,  a,  ,  «o  ;  i^,  j3,  ,  Pa»  lormeut  \n\  sys- 
tème canoniijuc;  et  c'est  sous  cette  forme  qu'il  faudrait  les  conserver 
si  l'on  voulait  faire  varier  les  constantes  arbitraires,  pour  étudier  par 
exemple  les  influences  pertiu'batrices  de  la  résistance  de  l'air  ou  de  la 
variation  de  la  pesanteur  sur  le  mouvement. 

Je  puis  aussi  écrire  les  dernières  intégrales,  en  désignant  par  y, 
7«  1  Va?  trois  nouvelles  constantes  arbitraires  : 

(,9)  )   (.r-^^jcosr..^jsin$=:-(7.-5), 

enfin  je  mets  l'équation  (i5)  des  forces  vives  sous  la  forme 
(20)  jcos0-(x-l^)sin0  =  C, 

en  ayant  égard  aux  équations  (19),  et  posarit 

^,        a  la'  I   fi'^sin^o)  if  cosw 

—  «,  C=-H --^~^—, 1-72^ 

n         1  n  in''  '         n 

16.   r.a  première  des  équations  (19)  indique  que  l'angle  auxiliaire  9 
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décroît  avec  le  temps  rrune  quantité  proportionnelle  à  la  rotation  de 
la  terre;  les  autres,  jointes  à  l'équation  (20),  sont  les  équations  de  la 
trajectoire. 

Prenons   sur   l'axe   des   jc  et   dans    le   sens   positif  une   longueur 

OÂ  ^  ^^ — —■•,  par  le  pouit  A  ainsi  détermine  menons  un  axe  Ax,  qui 

lasse  avec  Ojc  un  angle  5  compté,  en  ayant  égard  à  son  signe,  dans  le 
sens  de  la  rotation  de  la  terre;  traçons  un  deuxième  axe  Aj-f  perpen- 
diculaire à  Ao?, ,  en  continuant  à  tourner  dans  le  sens  de  la  rotation 
de  la  terre;  prenons  enfin  le  troisième  axe  Az,  parallèle  à  Oz  et 
rapportons  la  trajectoire  aux  trois  axes  mobiles  Ax^  ,  Aj', ,  Az,, 

Les  formules  de  transformation  sont 

i    jt',=j-sin&-h(.r  —  ^^— ^— 1  COS&, 

{l\\  \  fs       l  ^sinw\    .     ^ 

^      '  \   J.=Jcos5  — (x  — -^—^jsin^, 

1     Z)  ^=^  z. 
Les  équations  de  la  trajectoire  deviennent  dans  ce  système  d'axes  : 

(aa)  ij.  =  C, 

I       2'COSW     ,  /^      ,, 


ou,  en  éliminant  l'angle  auxiliaire  ô, 

(.3) 


1  fi'cosw  /  •z'i  \  ' 


équations  d'une  parabole  dont  le  plan  tourne  uniformément,  ainsi  que 
le  plan  jt,  A  z, ,  avec  une  vitesse  égale  et  contraire  à  celle  de  la  terre,  en 
restant  à  une  distance  invariable  de  ce  plan  x^  Az, . 


4- 
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^  11.  —  Moiwenictit  (/'un  corps  solide  de  révolution  cotnpL'ienwnt 
libre  de  tourner  autour  de  son  centre  de  gravité  maintenu Jixe  sur 
In  terre. 

17.  Je  ra|)j)Oite  le  moiivemenl  aux  axes  que  j'ai  déjà  employés  dans 
le  problème  précédent,  de  sorte  que  les  valeurs  des  quantités  a,  p,  7; 
^,  vî,  Ç,  restent  les  mêmes.  Quant  à  la  fonclion  T..>  dont  j'ai  doiuié 
l'expression  générale  au  n*^  î),  elle  devient,  en  ayant  égard  aux  valeurs 
de  a,  p,  7, 

(i)  T,=  T+  /.  21  fn[xf-j.r')  -f-  (i. 

Cela  posé,  on  sait  que  les  liaisons  du  système  pernietlent  d'expri- 
mer les  coordonnées  de  chaque  j)oint  mobile  au  moyen  de  quantités 
constantes,  et  de  trois  angles  variables  0,  9,  4^,  dont  voici  la  définition. 

Si  je  désigne  par  Ox,,  Oj  ,,  Oz,  les  trois  axes  principaux  d'inertie 
qui  se  croisent  au  centre  de  gravité  du  solide  considéré  : 

B  est  l'angle  de  Oz,,  avec  Oz; 

(|i— QO"  est  l'angle  que  la  projection  de  Oz  ,  sur  le  plan  jcOj  fait 
avec  Ox  ; 

9  est  l'angle  que  Ox^  fait  avec  la  partie  de  l'intersection  des  plans 
x^i}J^  et.rO^,  déterminée  par  l'angle  ^. 

Le  solide  dont  nous  étudions  le  mouvement  est  supposé  de  révolu- 
tion autour  de  Oz,  ;  ou,  plus  généralement,  les  moments  d'inertie  au- 
tour des  axes  Ox,  et  O^,  ont  une  valeur  commune  A,  C  étant  le  mo- 
ment qui  se  rapporte  au  troisième  axe  Oz,. 

Les  quantités  qui  entrent  dans  le  deuxième  membre  de  l'équa- 
tion (1)  ont  alors  les  expressions  suivantes,  dont  le  calcul  ne  présente 
aucune  difficulté,  et  qui  sont  d'ailleurs  bien  connues  : 

/         T  =  ^  [A  (ô'^  -h  sin^e  .  f  ^)  +  C  (9'  -^  4>'cos  Ô)2J, 
(2)      /  ^m  (xj'  — j-jr/)  =  Asin^$.t];'4- Ccos  5  (9'-+- ij^' cos^), 
G  —  -n^[ksm''Q  +  Ccos^ô); 
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d'où 

l  T2  =  -  [A{Q"  -h  sin'  0  .ii^'-')  -{-  C{(p'  -i-  ^'  cosQY] 
{        +;2[Asin2ô.f  +  Ccos  S  (9;'-+-  <]>'cosô)]  -+-  G. 

On  définit  de  cette  équation  les  valeurs  des  variables  conjuguées  de 
6,  ^,  (p,  qu'il  faut  introduire  à  la  place  de  6',  (|i',  a.',  pour  l'application 
de  la  méthode;  ce  sont  : 

«  =  ;??="' 

(4)    <J  M/—  — i  =  Asiri^9.-f -hGcosô(ï'  -f- ■.{>' cosô)  4- Artsin'6+  Cncos'e, 
1'  =  -—  =  G  (<c'  +  J/'  cosO)  +  Cn  cos9. 

Je  tire  de  ces  équations 


Q' 

0 

f 

T  <1)  cosô 

A  sin2Q 

ç)'  +  (L'  cos5  =  ~  —  n  cos6  ; 
je  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de  T,  et  il  vient 

^    '  2  (_  A  A  sin^  9  G  J 

D'ailleurs,  comme  le  centre  de  gravité  est  maintenu  fixe,  la  pesan- 
teur est  détruite;  ornons  avons  trouvé  pour  les  composantes  de  cette 
force  supposée  constante: 

m:  u  =^  -^—, ? 

dXi  dXi 

rfU  ,         r/(U  +  K) 

nii  (/  =  —^ » 

r/j,-  (lyi 

dV  ,         ^/(U-l-K) 

dzi  '  dzi 
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donc  l'é(jiialioi)  qui  exprime  que  la  pesanteur  est  délruile  est 

U  -4-  R  =  o. 

Dans  cette  hypothèse,  on  a  simplement  : 

U,  =  G, 


2  La  Asin'O  Cj 


W. 


18.  Sans  qu'il  soit  besoin  d'écrire  les  équations  différentielles  du 
problème,  il  suffît  de  se  rappeler  leur  forme,  et  de  remarquer  que  11 
ne  contient  ni  i];,  ni  ©,  |)our  voir  que  deux  de  ces  équations 

<lt  ^  clt  ^ 

sont  immédiatement  intégrables. 

En  réunissant  aux  intégrales  ainsi  obtenues  sans  grand  effort  de 
calcul  l'intégrale  connue  des  forces  vives,  et  remarquant  que  les  con- 
ditions d'intégrabilité  sont  satisfaites,  on  a  de  suite  tout  ce  qu'il  faut 
pour  former  la  fonction  V  et  par  conséquent  pour  achever  l'intégra- 
tion. Nos  trois  intégrales  sont  : 

(    a  =  H, 

il)  a.  -  ^F, 


«2    =    ^■ 

La  résolution  de  ces  équations  par  rapport  à  V,  0  et  0  ne  présente 
non  plus  aucune  difficulté.  En  effet,  on  a  d'abord 

y  =  a,,       0  — «2; 

et  une  fois  ces  valeurs  connues,  en  ayant  égard  à   l'expression  (6)  de 
H,  on  tire  de  l'équation  H  =^  a  : 


(=)  =^  ^—  i  / — (a'4-«2)-f-2a,ajC0seH-     ?.  A  (//a,  —  a)  —  (  p  ~  '  )  "^2      ^'"^^' 
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relation  que  j'écrirai  ainsi  : 

(8)   0  =  -Ag  V—  ($'  +  ¥')  -h2<WQosô  -4-  lzA{?iW-n)  -  (p.-  i)a>^Jsin-^&, 

en  faisant  ju,  =  -i  et  remplaçant  les  constantes  a,  cc^,  a.^,  par  les  quiin- 

tités  H,  W,  0,  qui  leur  sont  égales,  et  dont  la  signification  est  mieux 
indiquée. 

De  là  l'expression  suivante  pour  la  fonction  V^: 


(9) 


V=  H«H- Y^Jv  +  't?, 

■  /  ^j^v'  - (,<l''  +  'l'')  -h2<-Mco&0  H-  [lAln'V  —  U)  -  {ix—  iyV']sm'5. 


La  quadrature  qui  se  trouve  dans  cette  expression  étant  effectuée, 
il  suffira  de  différentier  la  fonction  V  par  rapport  aux  constantes  a,  a,, 
«2?  ou  aux  quantités  H,  ^,  $,  qui  tiennent  la  place  de  ces  constantes, 
pour  avoir  les  trois  dernières  intégrales  : 

i      R-        ^^^ 

\  ^  ~     ^ 
\  P^~     ./*■ 

On  peut  aussi  déterminer  chacune  de  ces  intégrales  séparément, 
en  appliquant  à  l'équation  (9)  les  règles  de  la  différenliation  sous  le 
signe  somme  :  c'est  ce  dernier  mode  de  calcul  que  je  clioisis,  et  je 
commence  par  former  l'intégrale  qui  contient  le  temps. 

19.   On  trouve  pour  cette  intégrale 

siri9r/9 


(P  +  0  =  a/— t^jf^ 


'-}  -\-  2<l'Tcos9  -f-  [2,A{nW  —  H)  — (|x—  i)  <I>']  sin^ô 
ou,  en  posant  cos  ô  =:  x, 

flx 


J  \/:iA(nW  —  H)  —  W 


—  '¥'  —  (j.^''  -h  i<^Wx  —  [2  A(«T  —  H)  —  (fx  —  1  ]'P']x' 
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Pour  intégrer  cette  expression,  je  rouiarque  que  la  quantité 

aA(«*F  -  11)-  (|a—  i)*l)» 

est  toujours  positive  :  elle  est  même  toujours  plus  grande  que  <t*  et  que 
W-.  Pour  s'assurer  de  ce  fait,  il  suffit  de  substituer  à  Tl  sa  valeur  (6); 
on  trouve  en  effet  : 

(   2A(/24  -H)-(a-  i)(I.2=(I)2  +  e^  +  ^-l=A^, 

sin-  9 

équations  qui  démontrent  ce  que  j'ai  avancé. 

Ee  coefficient  de  jc^  sous  le  radical  étant  ainsi  toujours  négatif,  je 
puis  représenter  ce  radical  par 


j3)  M  y  I  —  cos^w  =  Msinoj, 

en  désignant  par  w  un  angle  auxiliaire  donné  p;ir  une  équation  de  la 

forme 

(i4)  cos(,)  =  ax  — b  =  acosO  —  b. 

J'introduis  ainsi  trois  coefficients  indéterminés  M,  a  et  b,  qui  nous 
permettront  d'identifier  notre  radical  avec  l'expression  (i3);  en  effet, 
on  doit  avoir 

^'    ^   j  =M=[i  -(ax  -  byi 

pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Or  ceci  entraîne  les  trois  équations  : 

(  M2a-  =  2A(«¥- H)  -  (p.  -  i)<l>% 

(i6)  !  M^abz=.^^f, 

l  M2(i  -  ^=^)  =  2A(«M/"-H)  -W--  iJ.<^\ 

qui  font  connaître  nos  trois  indéterminées  M,  «  et  6, 
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On  peut  alors  substituer  clans  l'intégrale  (ii),  à  la  place  de  x,  la  va- 
riable w  définie  par  l'équation  (i4);  et  l'expression  du  temps  devient, 
par  un  calcul  très-simple, 

('7)  P  +  '  =  ^". 

ce  qui  donne  pour  la  valeur  de  l'angle  auxiliaire  w 

(i8)  (o  =  K(^  +  /3), 

en  posant 

A 

L'équation  qui  donne  6  en  fonction  du  temps  s'obtient  en  éliminant 
oi  entre  les  équations  (i4)  et  (i8)  ;  on  a  : 

a  cosO  —  b  =  cosK  (^  -f-  jS), 
ou,  en  remplaçant  a  et  b  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i6). 


(19)  A-K-cos^  =  a)¥  + v'A'K-  -  (I)-s/A-K2-^2^osR(/  +  ]S). 

20.  Passons  au  calcul  des  deux  dernières  intégrales,  et  cherchons 
les  valeurs  de  -1—  et  -r—- 

dW  rf<]> 

On  a 

dV  /'  (M'—  <l)COSÔ)f/ô 


-.     rfV   /  (,4'  - 


(20)    ;  c/  V      V  / 

^  "  sin9c'/9 


-  A  «  f- 

J  y/_  ( (î,î  4-  ^2  )  -I-  2  *¥  cos  e  +  A'  K'^  sin^  9 

f  ($  _  w  cos)  dO 

^^"=—-7^=   -  9  -+- , 

1     '  «<P  '  /     cin   fl  ./ ^rf>2   _1_ 

>0 


I'"  «*  J  sinQ  v/— («î>2 +  ^')  H- 2<ï)H'cos9  H- A'K^sin^ô 


sin9  f/0 


*2  4-'{'=')  +  2<I)Tcos9-l-A'K'  sin'9 


Dans  l'expression  de  |3,  entrent  deux  quadratures;  je  représente  la 
première  par  c|;,,  je  vais  la  calculertout  à  l'heure;  la  deuxième  est,  à 

Tome  VllI  (a«  série).  —  Février  i863.  3 
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un  facteur  coustanl  près,  celle  qui  est  «'gale  à  /3  -4-  /,  de  sorte  que  l'on  a 

(22)  .  /3,  -t- ^  =  4>,  ~ //(jS-f- ^); 
on  trouverait  de  même 

(23)  jS, -4-<p  =  9,  +(/x-  .)  ;^(/3  +  0-?.  +K'(r^4-/), 

en  désignant  par  <p,  la  première  quadrature  qui  figure  dans  la  valeur 
de  jSj,  et  posant 

R'  =  (^-.)^. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  les  valeurs  de  ^t  et  tp,;  or  ces  valeurs 
sont  données  par  les  équations 

<I'  —  H'  ros  0 

(24)  cos  ij;, 


(25)  cos  9, 


sin9  v^A^R^  — M'^' 
^  —  <I>  fos  0 


sin  9  s/  A'K'  —  <y-  ' 

comme  il  est  facile  de  le  vérifier. 

21.  Les  équations  (19),  (24)  et  (23)  s'interprètent  géométrique- 
ment d'une  manière  remarquable.  Posons  en  effet,  en  introduisant 
deux  angles  constants  7,  et  72  • 

(.6)  (1'=AKcosv„ 

(   0  =:  AK  cos  y., , 

ce  qui  est  permis,  puisque  j'ai  prouvé  que  M'^n-  ou  A^K-  est  toujours 
plus  grand  que  $-  et  que  T^  ;  on  peut  alors  écrire  les  équations  dont 
il  s'agit  sous  la  forme  : 

I    cos  6   =  cos  y,  cos  y.,  +  sin  y,  sin  y.  cos  K  (/  +  (5), 
(27)  <   cos  y,  =  cos  y^  cos  5    -h  sin  yj  sin  &  cos  9,, 

f  cos  y,  =  cos  y,  cos  $    -h  sin  y,  sin  Q   cos<]/,  ; 

c'est-à-dire  que  K  (i  +  |S),  ©,  et  <];,  sont  les  trois  angles  d'un  triangle 
sphérique  dont  les  côtés  respectivement  opposés  sont,  6,  y,,  y^. 
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22.  Concevons  que  du  point  O  comme  centre  on  décrive  une  sphère 
de  rayon  quelconque  ;  soient  ^,  j^  2,  j:,,  j',,  Z),  les  points  où  cette 
sphère  est  percée  par  les  trois  axes  coordonnés  et  les  axes  principaux 
d'inertie  du  corps;  supposons  enfin,  pour  un  instant,  qu'on  néglige 
le  terme  —  w  (  |3  -h  ^)  dans  la  valeur  (22)  de  '|. 

Je  mène  un  arc  de  grand  cercle  zA,  qui  fasse  avec  zx  un  angle  égal 
à  —  (90°  -f-  ]S,);  je  prends  zk  =  7,,  et  je  dis  que  le  triangle  zr-,A  est 
précisément  celui  dont  j'ai  parlé  au  n"  21.  En  effet,  le  côté  zk  est 
égal  à  y,,  le  côté  zz,  est  égal  à  ô,  et  quant  à  l'angle  compris  entre  ces 
deux  côtés,  on  a  : 

z.zA  =  ^-  9o«  _  (  _  90°  -  /3, )  =  p,  +  ^  =  4.,, 

puisque  je  supprime  provisoirement  le  terme  —  /z  (]3  +  t). 

Il  suit  de  là  que  les  autres  éléments  du  triangle  ont  les  valeurs  que 
j'ai  indiquées  ci-dessus;  ainsi  l'angle  dont  le  sommet  est  en  A  se 
trouve  égal  à  K  (^  -4-  jS),  et  le  côté  Az,  est  égal  à  70-  Donc 

5/  Von  conçoit  un  arc  de  grand  cercle  égal  à  72  ^^d  tourne  uniformé- 
ment autour  de  soiî  extréndté fixe  k,  avec  une  vitesse  angulaire  égale 
à  K  ^  l'extrémité  mobile  de  cet  arc  de  grand  cercle  sera  à  chaque  instant 
le  lieu  du  point  z,.  En  d'autres  termes  ^  Vaxe  défigure  du  corps  dé- 
crit  un  cône  de  révolution  qui  a  pour  axe  Ok^  et  pour  detni-angle  au 
sommet  72. 

Pour  se  faire  une  idée  complète  du  mouvement  du  corps,  il  faut  sup- 
poser que,  pendant  que  son  axe  de  figure  décrit  le  cône  que  j'ai  défini, 
les  axes  Ox,  et  Oj-,  tournent  eux-mêmes  autour  de  cet  axe  de  figure 
avec  une  vitesse  constante  égale  à  K'.  Les  éléments  constants  du  mou- 
vement R,  R',  7i,  72,  etc.,  sont  des  fonctions  des  constantes  arbi- 
traires qu'introduit  l'intégration  ;  ils  se  déterminent  au  moyen  des  cir- 
constances du  mouvement  initial,  qui  doivent  être  connues. 

On  déduirait  facilement  de  tout  ceci  que,  si  l'on  fait  toujours  abstrac- 
tion du  terme  —  7i{^  -h  i),  le  mouvement  peut  être  considéré  comme 
produit  par  le  roulement  d'un  cône  de  révolution  lié  au  corps,  sur  un 
autre  cône  de  révolution  qui  serait  fixe  pai-  rapport  à  la  terre,  et  dont  l'axe 
serait  OA;  mais  je  ne  m'arrête  pas  à  développer  ces  résultats  bien  connus. 

25.  On  a  reconnu  dans  les  lois  qui  précèdent  celles  qui  régissent  le 

5.. 
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mouvement  de  rotation  dos  corps  de  révolution,  rapportés  à  des  axes 
coordonnés  inuuobiles.  Ainsi,  tant  qu'on  ne  tient  pas  compte  du  terme 
que  nous  avons  supprimé  dans  l'expression  de  (|,  les  lois  du  mouve- 
ment relatif  ont  absolument  la  même  forme  que  celles  du  mouvement 
absolu. 

Si  l'on  analyse  maintenant  l'influence  de  la  rotation  de  la  terre,  on 
trouve  que  cette  influence  est  double. 

1°  Elle  modifie  d'abord  les  intégrales  premières  (7),  mais  sans  rien 
changer  aux  lois  du  mouvement,  comme  le  prouve  la  discussion  pré- 
cédente. Seulement  les  éléments  de  ce  mouvement  ne  sont  plus  les 
mêmes;  en  effet,  les  constantes  arbitraires  H,  $  et  ^¥  ont  pour  valeurs 

H  =  ^/^2(Asin»5„4-Ccos^^„) 

(28)  I  ~^[Ai5?+sin'^(/ofo')+  C('/„-+-  f„cos^„)^], 

IW= A  sin-  Qo  ^''o  -+- Ccos5o(<p'o  +  'l'o^o^ ^0)  +  '?  (A  sin'-  ^^0+  C  cos*  ^0)1 
$  =  C  {f^  -h  i]>'o  cos  Oq)  -r-  Cn  cos  ^op 

comme  on  le  trouve  en  faisant  ^  =  o  dans  les  équations  (4)  et  (6).  Si  n 
était  nul,  on  aurait  simplement  : 

j  H  =  -  ^  [A(5;^H-  sin^  $0  ^V')  +  ^'  (?'o  +  ^'0  cosO.Yl 

(29)  j   ^  =  A  sin^  Qo  fo  H-  C  cos  Qo  («p'o  +  f n  cos  5„), 

(  4>  =  c('/, +  ^;cosôo). 

-4°  Cette  même  influence  se  manifeste  encore  en  introduisant  le 
terme  —  7i[^-\-t)  dans  l'équation  (22),  ce  qui  modifie  les  lois  précé- 
dentes. Pour  passer  d'ailleurs  du  cas  fictif  que  j'ai  considéré  d'abord 
au  cas  du  mouvement  tel  qu'il  a  réellement  lieu,  il  suffit  de  supposer 
que  le  point  A,  au  lieu  d'être  fixe,  tourne  lui-même  autour  de  Os,  avec 
une  vitesse  constante  égale  à  — n.  La  combinaison  des  trois  mouve- 
ments de  rotation  que  j'ai  définis  et  qui  ont  lieu  autour  de  Oz,  OA, 
Oz,,  avec  des  vitesses  respectivement  égales  à  —  71,  K,  K',  résout  le 
problème  que  je  m'étais  proposé. 

24.  Note  de  l  Auteur  (1862).  —  La  solution  que  je  viens  d'exposer 
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est  pour  ainsi  dire  exclusivement  géométrique;  elle  revient  en  défini- 
tive à  rapporter  un  mouvement  bien  connu  à  un  système  particulier 
d'axes  coordonnés,  et  elle  est  parfaitement  rigoureuse,  si  l'on  néglige 
les  variations  de  la  pesanteur. 

Plusieurs  auteurs,  et  entre  autres  mon  ami  M.  Resal  [*],  ont  traité 
la  même  question  par  la  méthode  de  Coriolis,  en  cherchant  le  couple 
résultant  des  forces  apparentes  el  appliquant  ensuite  la  théorie  ordi- 
naire de  la  rotation  des  corps  solides. 

Sans  développer  les  calculs  auxquels  conduit  cette  méthode,  je 
donnerai  ici  les  composantes  du  couple  terrestre,  suivant  trois  axes 
qui  sont  respectivement .  l'axe  de  figure  du  corps,  l'intersection  de 
l'équateur  de  ce  corps  avec  notre  plan  des  x/,  et  enfin  un  troisième 
axe  perpendiculaire  aux  deux  premiers  [**]. 

Je  conserve  les  mêmes  notations  que  précédemment;  de  plus,  je 
désigne  par  n^  la  projection  de  la  rotation  instantanée  du  corps  sur 
son  axe  dejigure;  c'est-à-dire  que  je  fais,  pour  simplifier, 

W,  =  (p'  +  1»'  COS0. 

Cela  posé,  les  trois  couples  composants  sont  respectivement  : 
1°  Sur  l'axe  de  figure, 

N  =  Cns\n( 


2°  Sur  la  ligne  des  nœuds, 
N,  =  —  Cnjii  smB  +  (A  —  C)  «^  sinÔ  cos0  +  Awsin$  cosB  y^; 


dt 


3°  Enfin  sur  le  troisième  axe 

No  =  —  A/2  cos$ 


5 

dt 


[*]  Annales  des  Mines,  5^  série,  passim,  et  Traité  de  Cinématique  pure,  i  volume; 
Mallet-Bachelier;  1862. 

[**]  Ces  axes,  dont  l'idée  fort  ingénieuse  est  due  à  M,  Resal,  sont  mobiles  à  la  fois 
dans  le  corps  et  dans  l'espace.  L'emploi  de  ce  système  de  coordonnées  simplifie  beau- 
coup l'exposition  élémenlaire  de  la  théorie  de  la  rotation  des  corps,  qui  ont  deux  de 
leurs  moments  d'inertie  principaux  égaux. 
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Si  Taxe  du  corps  est  maintenu  fixe  sur  la  terre,  on  a 

;?7  =  ^'     ^  =  °' 

les  couples  N  et  N.  sont  nuls,  et  le  couple  N,  devient 

IN'j  =  —  Ç.nn^  sin  0  4-  (A  —  C)  rr  s'mO  cosî/, 

soit  sensiblement 

N\=  —  Cml^  sinC, 

en  négligeant  le  terme  multiplié  par  //-. 

Dans  ce  cas,  l'influence  de  la  rotation  de  la  terre  se  traduit  par  une 
sorte  de  pesanteur  qui  tend  à  entraîner  l'axe  de  figure  (lequel  est  aussi 
axe  de  rotation  efiectif)  dans  la  direction  de  l'axe  terrestre;  c'est  pro- 
bablement là  ce  que  l'on  a  appelé  la  tendance  des  aotes  de  rotation  au 
parallélisme . 

Mais  une  chose  qu'il  importe  bien  de  remarquer,  chose  caractéris- 
tique de  ces  forces  apparentes  qui  dépendent  des  vitesses,  c'est  que, 
dès  que  l'axe  du  corps  se  déplace,  cet  axe  se  trouve  immédiatement 
soumis  à  trois  nouveaux  couples;  tout  comme  un  corps  qui  tombe 
obéit  à  la  force  centrifuge  composée,  tandis  qu'un  corps  en  équilibre 
n'est  soumis  à  aucune  action  de  ce  genre. 

Réduire  le  couple  terrestre  au  seul  couple  N'j,  c'est  en  quelque  façon 
négliger  la  force  centrifuge  composée  dans  l'étude  des  mouvements 
pendulaires  ou  autres;  et  mes  formules  montrent  bien  que  l'erreur 
commise  n'est  pas  du  second  ordre,  mais  bien  du  premier  ordre  par 
rapport  à  la  quantité  très-petite  n.  Cette  erreur  pourra  très-bien  d'ail- 
leurs être  sans  aucune  importance  dans  certains  cas  particuliers,  mais 
elle  pourra  aussi  en  avoir  une  très-grande  dans  d'autres;  il  sera  donc 
prudent  de  prendre  ses  précautions. 

J'ai  traité  la  question  qui  fait  l'objet  de  ce  paragraphe  avec  d'assez 
grands  développements,  d'abord  à  cause  de  l'importance  du  problème, 
et  ensuite  afin  de  faire  voir  combien  ma  méthode  conduit  facilement 
à  une  solution  analytique  élégante. 

Je  vais  montrer  mieux  encore  combien  celte  nouvelle  méthode  est 
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naturelle,  et  comment  il  semble  qu'elle  constitue  la  véritable  manière 
de  réduire  les  mouvements  relatifs  aux  mouvements  absolus.  Dans  cer- 
taines questions,  en  effet  (et  par  exemple  dans  celle  que  je  viens  d'é- 
tudier), mon  analyse,  ou  plutôt  celle  de  Lagrange,  fait  connaître  immé- 
diatement, et  sans  différentiation  ni  quadrature ^  toutes  les  inté- 
grales du  mouvement  relatif,  quand  on  connaît  celles  du  mouvement 
absolu. 

C'est  ce  qui  résultera  de  la  résolution  du  problème  que  je  traite  dans 
le  paragraphe  suivant,  problème  dont  celui  qui  vient  de  m'occuper 
n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier. 

§  III.  —  Mouvement  d'un    corps   solide    quelconque    autour  de  son 

centre  de  gravité. 

25.  Je  conserve  les  mêmes  axes  et  les  mêmes  notations  que  dans  le 
problème  précédent,  en  supposant  seulement  que  les  trois  moments 
d'inertie  principaux  aient  maintenant  des  valeurs  différenles  A,  B,  C. 

Désignons  par/j,  (jf,  r,  les  composantes  de  la  rotation  instantanée 
du  corps  suivant  les  trois  axes  Ox,,  O/,,  Or,  ;  c'est-à-dire  posons: 

■  p  =  sin  ©  sin  5  .  (]>'  +  cos  (p  .  $', 
(  I  )  <  7  =  ^^^  (p  sin  5  .  ^|/'  —  sin  (p  .  Q\ 

[    s  =r  9'  +  COS0.  i]>'. 

On  a  toujours 
(2)  Ta  =  T  -hn^  m  {jcy'  -  jx')  -h  G, 

les  trois  quantités  qui  constituent  le  deuxième  membre  de  cette  équa- 
tion ayant  les  valeurs  connues  suivantes  : 

T=r  i(A/?-  +  lîry-  +  Cr"), 
3)  /  V  m[xy  —  jx')  =  Ap  sin  (p  sin  0  -{-r>q  cos  «p  sin  d  +  Crcos  6 , 
G  =  -  /r  [(Asin-(p-f-Bcos^  cp)  sin^  $-f-Ccos^  ô\. 
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On  conclut  tié  là 

(4)  T2  =  -[A/;  (/j  -h  2  ^isin  'y  sin  ô)  -f-  l)q  (^(j  -h  2  77Cos(psiiiô) 

-+■  Cr{r-h  incosO)]-+-  G, 

d'où,  en  différentiant  par  rapport  anx  variables  0\  <p\  ^'  : 

I  0  =  A/7  cos  ç)  —  B7  sin  9  4-  /z  (A  —  B)  sin  <p  cos  <p  sin  0, 

(5)  M)  =  G  (r  H- /z  cos  6), 

(  ^F=  0  cos 0  + sin l5 (A/) sin  9-1-By  cos9)H-«(Asin'*(p  +  Bcos'(p)sin*ô. 

On  tire  de  ces  équations,  résolues  par  rapport  à  /;,  </,  r: 

!Cr=  <I>  —  CncosO, 
Apsxn  6  =  Q  cos(p  sin  $  -}-  [W  —  Ocos  6)  sin  «p  —  A^z  sin  ipsin*  0, 
Bq  sin  0  =  (4'  —  <I>  cos  0)  cos  ç)  —  0  sin  Ç3  sin  Q  —  Bn  cos  (psin-  (5. 

Il  faut  maintenant  substituer  ces  valeurs  dans  l'expression  (3)  de  ï, 
opération  qui  donne  naissance  à  trois  groupes  de  termes  : 

i"  Ceux  qui  ne  contiennent  pas  tz;  ils  ont  la  même  Jbrme  [*]  que  si 
le  mouvement  que  j'étudie  était  un  mouvement  absolu  :  je  représente 
leur  somme  par  T'; 

2*^  Ceux  qui  contiennent  en  facteur  la  première  puissance  de  n:  ces 
termes  se  réduisent  à  —  tiW; 

'5°  Enfin  ceux  qui  sont  midlipliés  par  n^;  et  il  est  facile  de  recon- 
naître que  ceux-ci  constituent  précisément  la  quantité  G. 


[*]  Mais  non  la  même  valeur,  car  les  lettres  <1',  0,  M'  ne  représentent  pas  les  mêmes 
quantités  dans  le  mouvement  relatif  et  dans  le  mouvement  absolu.  Pour  faire  n^o 
dans  les  équations  différenlielles  que  nous  allons  trouver,  il  faudrait,  d'une  part,  sup- 
primer tous  les  termes  qui  sont  multipliés  par  n  ou  par  une  puissance  de  n,  et,  d'autre 
part,  changer  la  signification  des  lettres  qui  renferment  n  pour  ainsi  dire  à  l'état  latent. 

L'utilité  de  l'artifice  que  j'ai  introduit  dans  cette  théorie  résulte  précisément  de  ce 
que  la  signification  des  variables  qui  figurent  dans  un  système  d'équations  différen- 
tielles est  absolument  sans  influence  sur  les  calculs  relatifs  à  l'intégration  de  ces  équa- 
tions. 
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J'ai  donc  en  définitive 

(7)  T=:V-  ?i'¥  +  G; 

d'ailleurs,  comme  la  pesanteur  est  détruite,  on  a  U  H-  K  =  o,  et  par- 
tant H  =  G  —  T,  donc 

(8)  Jl  =  nW-T, 

26.  Négligeons  d'abord  le  terme  AiT^,  c'est-à-dire  prenons  simple- 
ment H  =  —  T';  nous  aurons  à  intégrer  un  système  d'équations  diffé- 
rentielles dont  la  forme  ne  différera  pas  de  celle  des  équations  du 
mouvement  absolu  de  rotation  d'un  corps  quelconque,  rapporté  à 
des  axes  immobiles.  Les  intégrales  de  notre  système  d'équations  au- 
ront donc  aussi  la  même  forme  que  celles  des  équations  an  mouve- 
ment absolu,  puisqu'il  n'y  a  pas  à  se  préoccuper,  dans  l'intégration, 
de  la  signification  des  variables  0,  <I>,  Y,  laquelle  n'est  pas  la  même 
dans  les  deux  cas. 

Soient 

(  («),      (|3), 

ces  intégrales  mises  sous  la  forme  canoîiique  [w^  25).  On  sait  que  si, 
à  la  fonction  H  qui  caractérise  un  problème  quelconque  dont  on  pos- 
sède les  intégrales  (9),  on  ajoute  une  fonction  perturbatrice  Çl,  les 
équations  différentielles  du  mouvement  troublé  sont 

,       .  doii  r/fl.         <^p,  ri  a 

^' ^^  Ht  ~  ~  d^'     Tt  ~  rf^,' 

en  supposant  il  exprimé  en  fonction  des  variables  a,  et  |S,,  et  du 
temps  t. 

Dans  le  problème  actuel,  comparé  à  celui  qui  résulte  de  la  supposi- 
tion H  =  -  T',  on  a 

(ri)  û  =  /2^; 

mais  comme  les  équations  (6)  sont   indépendantes  de  l'angle  t|/,  il  est 

Tome  VIII  (2<'  série}.  —  Février  i863.  6 


dp 

i  =  ^^ 

!    doi, 

dh, 

dt              ' 

-f-  =  o. 
dt 
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évident  qu'il  en  sera  de  même  de  T  et  de  F;  et  que  par  suite  une  des 
intégrales  du  mouvement  absolu  devra  être 

D 

Donc  l'expression  yi  \)  de  ù,  Iransformée  en  fonction  des  quantités  «, 
et  |S,  et  du  temps,  est  simplement 

{il)  il  —  nut; 

et  les  équations  ditïérentielles  (lo)  deviennent 


3) 


Ces  équations  admettent  pour  intégrales 

i   a   =  a',       /S   =  f-i', 
(i4)  '    a,  =  a',,     /3,  =/^/  +  /5',, 

c'est-à-dire  qu'il  suffit,  pour  avoir  les  intégrales  du  mouvetnent  relatif, 
de  retrancher  fit  du  deuxième  membre  de  l'intégrale  (/5,),  et  de  con- 
server les  autres  intégrales  telles  qu'elles  sont. 

§  IV,  —  Mouvement  d'un  corps  solide  de  révolution  dont  iajce  est 
assujetti  à  rester  sur  la  swjdce  d'un  cône,  fixe  par  rapport  à  la 
terre. 

27.  Je  place  encore  l'orif^^ine  au  centre  de  gravité  du  corps,  lequel  est 
toujours  supposé  fixe;  je  prends  l'axe  i\u  cône  directeur  pour  axe  des 
2,  le  plan  de  cet  axe  et  de  la  parallèle  à  l'axe  du  monde  pour  plan  des 
zx\  je  dirige  enfin  l'axe  des  x  suivant  la  projection  de  la  partie  nord 
de  l'axe  de  la  terre,  et  l'axe  des  j  à  gauche  de  Ox. 
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Ce  nouveau  système  de  coordonnées  donne 

/   a  =  Aisinw, 

f   Y  =  7zcosœ; 

( 2 )  Ta  =  T  +  « cos  w  2  m [pcj'  —  yx')  +  /^ sin  cu  V  /«  (^rz'  —  :s;'')  +  G, 

fj)  étant  Tangle  de  l'axe  du  cône  directeur  avec  celui  de  la  rotation  de 
la  terre. 

Je  commence  par  calculer  les  différentes  quantités  qui  entrent  dans 
la  valeur  de  Ta,  en  introduisant  les  trois  angles,  5,  ^j;,  ip,  définis  comme 
au  n°  17.  Remarquons  seulement  qu'ici  Q  est  constamment  égal  au 
demi-angle  au  sommet  du  cône  directeur,  c'est-à-dire  que  Q'  =:  o. 

Cela  posé,  on  a 

I  T=:^[Âsin^ô.'y^  +  C(9'-i-cos$.f)-j, 

I  ^m[jij'  —)x')  =  Asin^ô.i|;'-hCcos5((p'  +  cos5.i|'), 

(3)  i 

1  ^^^^[J^' ~'T')  =  — Asin5cos^sin4^.t|>'H-CsinSsin^j>(!p'-f-  cosô.^j;'), 

I         G  =  -  /^^  A  -h  -  «'^{C  —  A)  (cos  w  cos  ^  4-  sinwsin0  sinvp)^; 
expressions  d'où  l'on  conclut 

Ta  =  ^  [  Asin^S.^"'  +  C(9'  +  cosô.f /] 

(/j]         /  -h  Awsin^  (cosusin$  —  sinwcos^sinij;)^];' 

+  C«(coswcos5-f-sin«sin^sin4')  (9'+  cos^.^j;') 
+  G; 


et  enfin 

(5) 


$  =  C(ip'-hcos5.<|t')-l-  C«(cosw  COSÔ+  sinwsinô  sintj;), 

T  =  0cos5  -f- A  s\u^O.^'  +  A7zsin5(coswsinô  —  sinwcosSsituj;). 


Il  faut  maintenant,  conformément  à  la  marche  que  j'ai  déjà  suivie 

6. 
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bien  des  fois,  tirer  îles  équations  (5)  les  valeurs  tlo  '|'  et  de  <p'  H-  cos0.'|  , 
substituer  ces  valeurs  dans  l'expression  (3)  de  T;  et  enfin,  comme  on  a 
toujours  U  -h  K  =  o,  poser  II  =  G  —  T.  On  obtient  ainsi 

f  „              1  *'        I    (T  — 'l'cosO)'  -   .  ^         .  .     ^    .     ,. 

l  H  = ^ — :    ■  ,, — -  -h  /?M>(coswcos5  -+-  suiwsnio'  sunL) 

(6) 

_f_// ^— — (coswsin&  — sinwcosysuiJ;)-i--/rAsnrwcos''d^. 

\  sinG        ^  ^'2  ' 

28.  Je  connais  encore  immédiatement  deux  intégrales  du  pro- 
blème, savoir 

I    a   =H, 

(')  U,  =  .; 

la  première  est  celle  des  forces  vives,  la  deuxième  résulte  de  ce  que  11 
ne  contient  pas  l'angle  <p. 

Comme  nous  n'avons  actuellement  que  deux  variables  indépen- 
dantes, (p  et  f^,  ces  deux  intégrales  suffisent  pour  ramener  l'intégration 
aux  quadratures.  De  ces  deux  équations,  la  deuxième  est  toute  résolue 
par  rapport  à  <I>,  et  la  première  donne 

i  H'  =  <1>  cos  0 ± sin  0  y/'l»'  (  i  —  p)  —  2 A  H  -H A^  «' — [<!' — Art(cos w  cos  6  +  sin  oj  sin  G  sin  ij() j- 

(8)  ] 

(  +  AwsinGfcoswsinG  —  sin&)cosGsin\}() 

Dans  celte  équation,  tout  comme  dans  celles  du  problème  du  §  II,  j'ai 
posé  -  =  p.,  et  j'ai  mis  partout  H  et  <^  à  la  place  de  a  et  de  a, . 
Il  n'y  a  plus  qu'à  former  la  quantité 

(9)  V  =  H/H-a>(p-h    Tm'^'I, 

ou,  si  l'on  veut,  à  calculer  directement,  par  des  différentiations  sous  le 
signe  somme,  les  deux  dernières  intégrales 

p-  -;7h' 
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La  première,  qui  donne  l'angle  4^  en  fonction  du  temps,  est 

iS-f  ^=d=AsinÔ  i\  "^^  .       . 

J  \/<I)''(i— ptj— aAH+AVi^— [<D  — Art(coswcosÔ-hsinwsin6sin'4;_)J- 

OU,  en  remplaçant  ^  par  l'angle  ;>(  =  ^J;  —  90''  (n"  17)  que  fait  avec  Ox 
la  projection  de  l'axe  de  figure  sur  le  plan  jcOj, 

(ii)  B  +  t=±\s[ne  f ,  '^^  .       .        ==' 

J  V/<I)'{ï  — pi)— 2AH  +  A'«^— [*  — A«(coswcos94-sinwsinecosx)r 
29.  Pour  effectuer  l'intégration,  remarquons  que  la  quantité 
Oa(,  _p,)_2AH4-A2«2 

est  une  constante  positive;  en  effet,  si  l'on  a  égard  à  la   valeur  de  H, 
on  trouve 

(  $-(i-a)— 2AH  +  A'«^ 

[  1 2)      l  ' 

^  (   =  A^sin-6/'- +  [0— A«(cosw  cosô  +  sinwsin0cos/)]-, 

ce  qui  démontre  ce  que  j'ai  avancé. 
Ceci  me  permet  de  poser 

i    ^^(1  —  ^i/.)  —  2  AH  H-  A'/^'  _     2 
,, ,  I  A^rt'sin'wsin'O  ~       ' 

(i3)  { 

^  J*  —  Awcosw  cos  9  7 

'        Art  sinw  sinQ  ' 

aetb  étant  deux  constantes  arbitraires,  dont  la  première  sera,  si  l'on 
veut,  essentiellement  positive.  J'introduis  dans  les  calculs  subséquents 
ces  nouvelles  constantes,  à  la  place  des  quantités  0  et  H. 
L'intégrale  (11)  devient  alors 

(là)  /^+/-+-i-r    "^'^^   ^=±-±.f      '^-^ 


(7+cosx) 
en  faisant 
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Posons  en(iii 


f''i"g2X  =  -^' 


il  vient 


La  quadrature  qui  figure  clans  le  deuxième  membre  de  cette  équation 
dépend  des  fonctions  elliptiques  de  première  espèce;  on  l'obtient  sons 
la  forme  ordinaire  en  posant 


(i6j  x=j\J'-—^,     m-=: 


5  lit      •; —; r  , 


en  effet,  on  trouve  ainsi 

(iy 


/?sinw  v'—  (1+/^)  (1  +  7)  J  V(' 


d'où,  en  intégrant, 

(l'y)  f  =  sinaml !^ '—^ ~{^-h  t),  mU 

la  constante  arbitraire  p,  jointe  à  /,  permettant  de  supprimer  le  double 
signe  ±. 

Je  puis  transformer  l'équation  (17)  au  moyen  de  la  relation  bien 
connue 

sinam(/M,  m)  = /tang«m(M,  m'), 

où,  comme  l'on  sait, 

/  =  v'— I,     m' =1  \j  \  —  in^ . 
Si  je  pose 

(18)  /2,  =  -  «sinw  V(n-/?)(n- ^), 


il  vient 


y  ==  nang/2/w  [«,  (i  -h  jS),  m'], 


d'où 
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I  p  —  I 


(.9)  X  =  tang  '-1=  \^y—\  taiigfl/n[72, (  i  +  /3),  m']. 

30.  Avant  de  discuter  cette  expression,  c'est-à-dire  de  faire  diverses 
hypothèses  sur  les  signes  et  les  grandeurs  des  quantités  p  et  cj,  il  faut 
commencer  par  examiner  quelles  sont  celles  de  ces  hypothèses  qu'on 
devra  rejeter.  On  verra  par  les  remarques  suivantes  que  les  divers  cas 
particuliers  se  réduisent  à  deux  principaux  :  celui  du  mouvement 
continu  et  celui  du  mouvement  oscillatoire. 

i"  Je  dis  d'abord  que  i  -+- p  et  i -i- q  ne  peuvent  ni  l'un  ni  l'autre 
être  négatifs. 

Si  l'on  avait,  en  effet, 

^<  —  1      ou     a  —  ^<  — I, 
on  en  conclurait 

d'où 

/?>  2<7  +  I, 

et  à  fortiori 

puisque  a  est  essentiellement  positif. 
Des  deux  inégalités 

<7  <  —  I ,     p>i, 
on  déduirait 

(j  -h  cos/  <  o,      p  —  cos;(  >  o, 

c'est-à-dire  que  le  radical  des  expressions  (i4)  serait  essentiellement 
imaginaire. 

On  démontrerait  de  même  que  1  -+- p  ne  saurait  être  négatif. 

On  conclut  de  là  que  iit  est  toujours  réel. 

2^  p-hi  étant  toujours  positif,  il  doit  en  être  de  même  de  p  —  i, 
sans  quoi  la  valeur  (19)  de  o?  serait  imaginaire,  n,  étant  réel. 

11  y  a  donc  en  définitive  seulement  deux  cas  à  distinguer,  selon  que 
I  —  ^  est  positif  ou  négatif. 
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Prcinier  cas  :  i— f/<o.  i — p  élan!  aussi  négatif,  la  quantité  m  est 
réelle,  et  il  est  facile  de  s'assurer  qu'elle  est  plus  petite  (pie  i ,  donc 
m'  est  également  réel  et  plus  petit  que  i.  On  peut  jirendre  m'  pour 
module  d'une  fonction  elliptique  ordinaire;  et  si  l'on  pose 


on  aura 


(20)  t.uig^x==\/ -^yta^g'^'^H".  M^i), 

en  supposant  que  l'origine  du  temps  coïncide  avec  l'instant  où  l'axe 
du  solide  considéré  est  dans  le  plan  méridien. 

On  voit  d'après  la  formule  (20)  que  l'angle  y^  peut  passer  par  toutes 
les  valeurs  comprises  entre  o"  et  36o°.  Le  mouvement  est  continu.  La 
durée  d'une  révolution  dépend  à  la  fois  du  coefficient  rif  et  du  mo- 
dule k,.  En  désignant,  avec  Jacobi,  par  K,  la  fonction  complète  qui 
correspond  au  module  k,,  on  aura 

T  =  ^ 

fil 

Deuxième  cas  :  i  —  </  >  o.  m  est  imaginaire,  et  par  conséquent 
i?i'  plus  grand  que  i .  Je  pose  alors 


m      2  y 


■p)[\  +  q) 


et  comme 


K 


tangrt/w  U/,  M  =  —cos cortm  (r'  kj  [*], 
je  puis  remplacer  la  formule  (20)  par  la  suivante 

tang-  /  =  i/'  _^  co&coain[tii{t  -h  ]S),  ka], 

[*]  Fundamenta  nova,  p.  70. 
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où 

n^  z=  ~  z=.  n  sin  oj  \a. 

Enfin  puisqu'on  a  d'une  manière  générale 

coscoamii  =  cos  ain  (R  —  «)  =  cos  am  [u  —  K), 
la  constante  arbitraire  /3  me  permet  d'écrire  l'équation  précédente  : 


n^e 


(21)  t«ng^X=  Y/73^cos«w(//,^,  ks), 

Ici  tang-  y  varie  seulement  de  +  i  /  '  "^ '^  à   —  v/— ^"^  c'est-à-d 

que  l'axe  du  solide  accomplit  des  oscillations  symétriques  de  part  et 
d'autre  du  plan  méridien,  la  durée  de  chaque  oscillation  complète 
étant 


51.  L'amplitude  des  oscillations  est  d'autant  plus  grande  que  q 
s'approche  plus  de  l'unité,  et  d'autant  plus  petite  que  cette  quantité 
est  plus  voisine  de  —  i .  Les  deux  cas  limites,  ç  =  1  et  ç  =  —  i ,  corres- 
pondent à  l'équilibre  relatif;  on  a  alors  y  =  constante  :  o'*  dans  le 
deuxième  cas,  et  180**  dans  le  premier;  on  sait  d'ailleurs  qu'il  y  a 
stabilité  dans  Tune  des  positions  et  instabilité  dans  l'autre,  et  que  la 
stabilité  a  lieu  quand  la  rotation  du  corps  autour  de  son  axe  de  figure 
est  de  même  sens  que  la  rotation  de  la  terre. 

Si  I  -I-  ^  est  une  quantité  très-petite,  le  module  ka  est  aussi  très- 
petit,  et  l'on  peut  remplacer  la  fonction  complète  K2  par  ->  ou,  si  l'on 

veut, par  -  (^  -^-r)'  En  s'en  tenant  à  la  première  valeur,  on  aura 


/_(_Asin9 

,        .  ._         2  t:  2  tt  V  /2  sin  w 

[11)  l  =  = ^  =2  77    ^ 

"î  A/sinwy/tf  v/*'('  —  pi)  — 2AH  +  A'/^- 

Torae  Vlll(i<=  série).— Février  i863.  7 
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Le  double  signe  doit  élre  pris  sous  le  radical  de  manière  à  rendre 
celui-ci  réel.  En  effet,  j'ai  dit  (n"2î))  que  je  prenais  pour  a  la  valeur 
positive  de  \n'',  donc 


i  *'  (i  —  fx)  —  2AH  4-  A'//  = 

fl    =■ ^ : : 

ztl  An  siiiw  sinO 


en    ayant  soin   de    prendre   le   signe    4-    ou   le  signe  —,   selon   (jne 

A  fl  sin  w  sin  0  on  — -. —  est  positd  ou  ne^atir. 

Si  dans  l'équation  (21)  on  lait  ^  =  0,  1  +  7  étant  toujours  supposé 
très-petit,  on  a 


cos/o  =      .7  =  i    à  peu  près, 


si  de  plus  je  désigne  par  Nq  la  projection   de  la  rotation  initiale  du 
corps  sur  son  axe  de  figure,  j'ai 


(5  bis)  <1)  =  C  [No  -+-  n  cos  (w  -  0)], 

(i3  bis) 


_  No  ■+■  n  {i~  p)  cos(w  —  9; 
y.n  sin  w  sinô 


Cette  valeur  de  a  a  été  obtenue  en  remplaçant  le  numérateur  de  l'ex- 
pression (i3)  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (12),  et  en  y  faisant 
ensuite  f  =  o. 

Si  l'on  se  reporte  maintenant  à  l'équation  (22),  et  qu'on  substitue 
a  la  constante  a  sa  valeur  (i3  bis)j  il  vient 

,    rp  _  / il  sin  Q 

I  V   '' ^'""  [^0  +  "  ('  —  |:/.)cos(w —  Ô  j 

I        =2^v//-""^     r     __.    n(.-,)cos(.-r.)-| 
\  V   N„«sinw  L  ^'  ^0  J 

en  ayant  égard  à  la  petitesse  habituelle  du  rapport  — • 

•'■'(I 

52,   Pour  terminer  cette  discussion,  il  faut  encore  considérer  le  cas 
où 

/^  =  7  =  1 , 


(23) 
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ce  qui  exige  qu'on  ail 

(24)  ô  =  o     on     No  =  «  [/JL  cosw  cosS  —  cos  (w  —  ô)]. 

L'équation  précédente  montre  que  ce  cas  ne  se  rencontrera  généra- 
Jement  pas  dans  les  expériences,  car  la  rotation  INq  est  toujours  très- 
grande  par  rapport  à  n.  Quoi  qu'il  en  soit,  on  a  alors 


*  rt  sinw  ^    sin 

d'où 


'  '  àzn  sinco.f 


(25)  tang-7  =  tang-/,e 

(26)  y' =z  ±  71  siu  0)  sin  y. 

Pour  que  ce  cas  se  présente,  il  faut  évidemment  d'abord  que  l'équa- 
tion (26)  soit  satisfaite  à  l'origine  du  mouvement;  cette  équation  re- 
vient à  ^  :=  I,  si  l'on  tient  compte  de  ce  que  h  =  o.  Suivant  que  l'é- 
quation 

/„  =^  ±  71  sin  0)  sin/o 

sera  d'ailleurs  vérifiée  avec  le  signe  H-  ou  avec  le  signe  — ,  on  connaîtra 
le  signe  qu'on  devra  prendre  dans  les  équations  (26)  et  (26). 

Dans  ce  cas  remarquable,  le  mouvement  ne  sera  pas  périodique, 
l'axe  du  corps  tendra  indéfiniment  vers  sa  position  d'équilibre.  Mais 
alors  il  est  remarquable  qu'il  se  dirigera  indifféremment  soit  vers  la 
ligne  qui  répond  à  y  z=.  o,  soit  vers  y  =  180*^,  selon  le  sens  de  l'im- 
pulsion primitive  et  quel  que  soit  celui  de  sa  rotation  propre,  pourvu, 
I)ien  entendu,  que  celle-ci  satisfasse  à  l'équation  (24). 

55.  Enfin  je  n'aurais  pas  pu  poser  les  équations  (i3),  si  sinco  avait 
été  nul,  c'est-à-dire  si  l'axe  de  la  terre  coïncidait  avec  celui  du  cône 
directeur  :  on  a  alors 

c'est-à-dire  que  la  rotation  de  la  terre  n'a  ici  d'autre  effet  que  de 
changer  la  valeur  de  la  constante  M,  sans  plus  modifier  les  lois  du 
mouvement;  l'axe  du  corps  solide  conserve  indéfiniment  son  état  de 
repos  ou  de  mouvement  uniforme. 
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NOTE 

Sur  la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une  conique 
autour  dune  droite  située  d'une  manière  ciuelconque  dans 
l'espace  [*]; 

Par  m.    de  LA   GOURNERIE. 


1°  La  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une  conique  autour 
d'une  droite  est  du  quatrième  ordre,  et  possède  un  parallèle  double 
qui  peut  se  changer  en  un  cercle  isolé  et  même  devenir  imaginaire. 

Nous  supposons  la  droite  verticale,  et  nous  prenons  pour  i)lans  de 
projection  le  plan  horizontal  qui  passe  par  le  centre  de  la  conique  et 
un  plan  vertical  perpendiculaire  à  celui  de  cette  courbe,  considérée 
dans  l'une  quelconque  de  ses  positions. 

Nous  appelons  F  la  projection  horizontale  de  la  conique  génératrice, 
et  cette  courbe  elle-même  (F,  F').  Nous  désignons  par  les  lettres  I  et 
O  le  centre  de  F  et  la  trace  horizontale  de  l'axe  de  révolution. 

Concevons,  dans  le  plan  horizontal,  d'abord  une  conique  A  homo- 
focale  de  F  et  passant  par  les  extrémités  du  diamètre  qui,  dans  cette 
courbe,  est  conjugué  aux  cordes  perpendiculaires  au  plan  vertical, 
ensuite  deux  droites  parallèles  à  la  ligne  de  terre  et  tangentes  à  A  :  le 
parallèle  double  est  l'intersection  de  deux  nappes  réelles  de  la  surface, 
quand  le  point  O  n'est  pas  du  même  côté  des  droites  que  A;  il  se 
change  en  un  parallèle  de  rebroussement,  quand  le  point  O  est  sur 
une  des  deux  droites;  il  devient  un  cercle  isolé,  quand  le  point  O  est 
dans  la  partie  du  plan  comprise  entre  les  droites  et  A;  il  se  réduit  à 


[*]  Cette  Note  contient  les  principaux  résultats  d'un  Mémoire  qui  paraîtra  dans  le 
prochain  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique. 
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un  point  isolé  quand  le  point  O  est  sur  A;  enfin,  quand  le  point  O  est 
dans  l'intérieur  de  A,  le  parallèle  double  est  imaginaire. 

2°  La  surface  peut  être  engendrée  par  la  révolution  d'une  conique 
identique  à  (F,  V)  et  placée  symétriquement  à  celle-ci  par  rapport  à 
un  plan  méridien  quelconque;  elle  admet,  par  conséquent,  deux  séries 
distinctes  de  coniques  génératrices  égales  à  (F,  F'). 

Toute  surface  du  second  ordre  qui  contient  le  parallèle  double  et 
l'une  des  coniques  de  ces  deux  séries,  renferme  une  conique  de  l'autre 
série  et  touche  la  surface  de  révolution  aux  deux  points  où  ces  courbes 
se  rencontrent.  Tout  plan  contenant  une  conique  de  l'une  des  séries 
coupe  Ja  surface  suivant  une  conique  de  l'autre  série  et  la  touche  en 
deux  points  (réels  ou  imaginaires). 

Z^  Tout  plan  qui  touche  la  surface  en  deux  points  la  coupe  suivant 
deux  coniques  superposables. 

La  surface  admet  trois  systèmes  de  plans  bitangents  (réels  ou  ima- 
ginaires). A  chaque  système  correspondent  deux  séries  de  coniques 
génératrices  identiques.  Il  passe  ainsi  par  chaque  point  de  la  surface 
six  coniques,  non.  compris  le  parallèle. 

4**  Nous  avons  dit  que  les  coniques  des  deux  séries  du  premier  sys- 
tème sont  égales  à  (F,  F'). 

Les  projections  horizontales  des  coniques  des  autres  systèmes  sont 
égales  aux  deux  coniques  homofocales  de  F  qui  se  croisent  au  point  O. 
Nous  appellerons  F,  celle  qui  est  du  même  genre  que  F,  et  Fo  celle 
qui  est  de  genre  différent.  Nous  considérerons  les  coniques  généra- 
trices (F,,  T\)  et  (Fa,  F'2)  dans  la  position  où  leurs  plans  sont  perpen- 
diculaires au  plan  vertical. 

S'*  Le  second  système,  c'est-à-dire  celui  auquel  correspond  la  co- 
nique (F,,  T\)j  est  toujours  réel.  L'axe  de  révolution  passe  à  l'intérieur 
des  coniques  de  l'un  des  deux  premiers  systèmes,  et  à  l'extérieur  des 
coniques  de  l'autre.  Les  coniques  de  ces  deux  systèmes  se  confondent 
quand  la  courbe  donnée  (F,  F')  rencontre  l'axe. 

6**  La  différence  des  carrés  des  rayons  des  cercles  décrits  par  les 
centres  1  et  I,  des  coniques  F  et  F,  est  égale  et  de  signe  contraire  à  la 
différence  des  carrés  des  moitiés  des  axes  homologues  de  ces  coniques, 
et  aussi  à  la  différence  des  carrés  des  moitiés  des  diamètres  perpendi- 
culaires au  plan  vertical. 
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7  "  Dans  les  deux  coniques  F  et  F,,  les  projections  sur  l'un  des  axes, 
du  diamètre  perpendiculaire  au  })lan  vertical,  sont  proportionnelles 
aux  longueurs  de  cet  axe. 

Les  tangentes  des  angles  que  les  plans  des  coniques  (F,  F')  et 
(F,,  F',)  font  avec  le  plan  horizontal,  sont  en  raison  inverse  des 
segments  interceptés  sur  la  ligne  de  terre  par  les  tangentes  des  courbes 
F  et  F,,  aux  sommets  situés  sur  l'axe  des  foyers. 

Les  coniques  (F,  F')  et  (F,,  F',)  ont  une  même  distance  locale  :  si 
l'une  d'elles  est  un  cercle,  l'autre  est  également  un  cercle. 

Ces  diverses  relations  permettent  de  construire  facilement  la  conique 
(F<,  F'j),  lorsque  la  conique  (F,   F')  et   le  point  O  sont  donnés. 

8"  Les  coniques  du  troisième  système  ont  leur  projection  horizon- 
tale égale  à  une  courbe  réelle  (art.  l\),  mais  une,  au  moins,  des  coor- 
données de  leur  centre  est  imaginaire,  et  ces  courbes  sont  imaginaires, 
excepté  dans  un  cas  que  nous  indiquerons  plus  loin  (art.  lo).  Leurs 
plans  sont  réels  quand  le  parallèle  double  est  réel.  En  d'autres  termes, 
les  plans  bitangents  du  troisième  système  ne  coupent  pas  la  sur- 
face; ils  sont  imaginaires  quand  le  parallèle  double  est  lui-même  ima- 
ginaire. 

Les  coniques  imaginaires  du  troisième  système  ont,  avec  les  coniques 
réelles  des  deux  premiers,  les  mêmes  relations  que  celles-ci  ont  entre 
elles.  Lorsque  les  plans  du  troisième  système  sont  réels,  on  les  dé- 
termine par  une  construction  analogue  à  celle  qui  fait  trouver  les 
plans  du  deuxième 

9°  Si  l'axe  se  transporte  parallèlement  à  lui-même,  de  manière  que 
sa  trace  O  décrive  une  conique  homofocale  de  F,  et  de  même  genre 
que  F,  la  conique  (F^  F',)  se  déplace  sans  se  modifier,  et  son  plan 
conserve  la  même  inclinaison.  Ou  obtient  ainsi  une  infinité  de  surfaces 
de  révolution  qui  peuvent  être  engendrées  par  deux  mêmes  coniques 
non  superposabies. 

Quant  le  point  O  se  meut  sur  une  conique  homofocale  de  F  et  de 
genre  différent,  les  coniques  imaginaires  du  troisième  système  restent 
les  mêmes,  et  leurs  plans  réels  ou  imaginaires  continuent  à  avoir  la 
même  inclinaison. 

lo"  Lorsque  le  point  O  est  sur  un  des  axes  de  F,  les  plans  de  l'un 
des  deux  derniers  systèmes  sont  verticaux.  Pour  reconnaître  si  ce  sont 
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ceux  du  second  système  ou  ceux  du  troisième,  il  faut  voir  si  le  seg- 
ment de  l'axe  où  se  trouve  le  point  O  doit  être  considéré  comme  for- 
mant une  homofocale  de  même  genre  que  F  ou  de  genre  différent. 

Quand  le  point  O  est  à  l'un  des  foyers  de  F,  il  se  trouve  à  la  limite 
de  deux  segments  qui  représentent  des  homofocales,  l'une  de  même 
genre  que  F.  l'autre  de  genre  différent;  les  coniques  des  deux  derniers 
systèmes  se  confondent  alors.  Les  deux  séries  de  chaque  système  se 
confondent  également,  et  quatre  des  six  coniques  qui  passent  par  un 
point  de  la  surface  sont  ainsi  réunies  en  une  conique  méridienne. 

Les  coniques  du  troisième  système  ne  sont  réelles  que  dans  ce  cas. 

1 1°  Les  quatre  normales  (réelles  ou  imaginaires),  abaissées  du  point 
O  sur  la  conique  F,  sont  égales  aux  quatre  normales  abaissées  de  ce 
même  point  sur  la  conique  F,. 

[Quand  on  donne  dans  un  plan  une  conique  F  et  un  point  O  non 
situé  sur  cette  courbe,  on  peut  toujours  trouver  une  conique  F,  non 
superposable  à  F,  et  telle  que  les  quatre  normales  abaissées  du  point  O 
sur  l'une  de  ces  courbes  soient  égales  aux  quatre  normales  abaissées 
sur  l'autre.] 

]2°  Les  tangences  des  plans  des  différents  systèmes  sont  souvent 
idéales;  ainsi,  dans  le  tore  ordinaire,  les  plans  méridiens  doivent  être 
considérés  comme  bitangents,  mais  leurs  points  de  contact  sont  ima- 
ginaires quand  les  cercles  qu'ils  contiennent  ne  rencontrent  pas  l'axe. 

Si  l'on  cherche  sur  le  plan  horizontal  le  lieu  des  positions  du  point  O 
pour  lesquelles  les  deux  points  de  contact  des  plans  de  l'un  des 
systèmes  sont  réunis  en  un  seul,  positions  qui  correspondent  à  la  limite 
des  tangences  idéales,  ou  trouve  une  courbe  du  sixième  ordre.  Dans 
le  cas  où  l'un  des  axes  de  la  conique  (F,  F')  décrit  un  plan,  ce  lieu  est 
composé  seulement  de  deux  cercles  ;  les  tangences  des  plans  sont  réelles 
ou  idéales,  suivant  que  le  point  O  est  placé  à  l'intérieur  ou  à  l'exté- 
rieur de  ces  cercles. 

13*^  Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre  qui  contien- 
nent le  parallèle  double  et  qui  touchent  deux  fois  la  surface,  se  com- 
pose de  trois  surfaces  de  révolution  engendrées  par  des  coniques  tour- 
nant autour  de  l'axe  de  la  surface  considérée. 

Dans  le  cas  où  l'un  des  axes  de  la  conique  (F,  F')  décrit  un  plan,  le 
parallèle  double  est  à  l'infini,  et  les  centres  des  surfaces  du   second 
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ordre  coiileiiant  ce  parallèle  et  bitangentes,  forment  deux  hype>'l)o- 
loides  à  une  nappe  et  im  li\  perholoitle  à  deux  nappes  qui  peut  se 
changer  en  un  ellipsoïde  imaginaire. 

14*^  Toute  surface  de  révolution  du  quatrième  ordre  ayant  un  pa- 
rallèle double  admet  trois  systèmes  de  coniques  génératrices  (réelles 
ou  imaginaires). 

i5**  Les  géomètres  n'ont  point,  à  notre  connaissance,  étudié  dans 
toute  sa  généralité  la  surtace  engendrée  par  la  révolution  d'une  co- 
nique, mais  MM.  Yvon  Villarceau,  Moulard,  Mannheim  et  J.-A.  Serret 
ont  fait  connaître,  dans  des  cas  particuliers,  divers  théorèmes  qui  se 
rapportent  aux  théories  dont  nous  venons  de  présenter  le  résumé 
[Comptes  rendus,  second  semestre  i8/iH;  Nouvelles  annales  de  Matlié- 
maticjues,  t.  XYIII  et  XIX). 

En  faisant  une  transformation  homologique,  on  peut  étendre  plu- 
sieurs des  propriétés  que  nous  avons  obtenues  à  une  surface  plus 
générale  encore  que  celle  que  nous  avons  considérée. 
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LA  CONSTRUCTION  DES  ÉQUATIONS  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ 

PAT. 

LES   GÉOMÈTRES   ARABES; 

Par  m.  WOEPCKE. 


On  sait  que  les  Grecs  ont  construit  des  problèmes  du  troisième  degré 
par  l'intersection  de  deux  coniques.  On  trouve  notamment  plusieurs 
constructions  de  ce  genre  dans  le  commentaire  d'Eutocius  sur  le  Traité 
rfe  la  Sphère  et  du  Cylindre  d'Archimède. 

La  cinquième  proposition  du  second  livre  de  ce  traité  a  pour  objet 
la  division  d'une  sphère  par  un  plan  tel,  que  les  volumes  des  deux 
segments  soient  dans  un  rapport  donné.  Archimède  démontre  que  ce 
problème  dépend  de  la  construction  suivante  :  Étant  donnés  une  ligne 
DZ  et  sur  cette  ligne  deux  points  R,  T,  dont  B  soit  situé  entre  D  et  T, 
déterminer  un  point  X  de  la  ligne  DZ  tel,  que  l'on  ait 

xz  :  ZT  =  BÏ)':  Dx'. 

Archimède  promet  de  donner  celte  construction  à  la  fin  de  sa  propo- 
sition, mais  elle  ne  s'y  trouve  pas.  On  peut  voir  dans  l'édition  d'Ox- 
ford des  OEuvres  d'Archimède,  page  i63,  1^  colonne,  lignes  33  à  61, 
le  sentiment  d'Eutocius  au  sujet  de  cette  omission.  Quelle  qu'en  soit 
d'ailleurs  la  cause,  le  problème  fut  résolu  par  plusieurs  géomètres 
grecs,  de  diverses  manières,  mais  toujours  au  moyen  de  l'intersection 
de  deux  sections  coniques. 

Le  même  problème  fixa  l'attention  des  géomètres  arabes,  aussitôt 
qu'ils  se  furent  initiés  aux  spéculations  supérieures  des  mathématiques 
grecques.  Mais  ils  firent  dès  l'abord  ce  que  les  Grecs  n'avaient  jamais 
fait,  c'est-à-dire  qu'ils  envisagèrent  le  problème  sous  sa   forme  algé- 

Tome  VIII  (i"  série).  —  Février  i863.  " 
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brique,  l'u  ortiet,  si  l'on  désigne  dans  le  problème  ci-dessus  les  seg- 
ments BD,  Zr,  ZD,  DX  par  a^  h,  c\  .r  respectivement,  la  question 
énoncée  s'exprime  par  l'équation 

jt'  -h  a'- h  =  cjc'^. 

Les  géomètres  arabes  ne  cberclièrent  donc  plus  à  construire  luic  cer- 
taine division  d'une  ligne,  mais  ils  tachèrent  de  résoudre  une  équation 
du  troisième  degré.  Ils  ne  tardèrent  pas  à  s'occuper  ensuite  d'autres 
équations  du  troisième  degré,  différentes  de  celle  que  je  viens  de 
mentionner,  et  qui  avait  servi  de  |)oint  de  départ  à  leurs  recherches. 

On  ne  saïuait  assez  faire  ressortir  celte  différence,  ni  assez  insister 
sur  l'importance  de  ce  changement  de  point  de  vue.  Car,  grâce  à  cette 
nouvelle  manière  de  traiter  les  problèmes,  les  Arabes,  quoiqu'ils 
n'aient  pas  découvert  la  résolution  algébrique  des  équations  cubiques, 
purent  parvenir  à  luie  construction  générale  et  sjstéinatique  de  toutes 
les  équations  cubiques,  et  par  là  de  tous  les  problèmes  du  troisième 
degré,  conception  à  laquelle  les  géomètres  grecs  ne  se  sont  jamais 
élevés. 

Cette  construction  systématique  des  écjuations  du  troisième  degré  est 
due  à  Omar  Alkhayyâmî,  un  des  hommes  les  plus  éminents  parmi  les 
contemporains  du  célèbre  sultan  seldjoukide  Malic  Chah,  et  qui  mouiut 
en  I  123  de  notre  ère. 

Il  sera  utile  de  faire  suivre  ici  un  court  aperçu  de  la  méthode  d'Al- 
khayyàmî,  parce  que  cet  exposé  servira  à  mettre  sous  leur  vrai  jour 
les  observations  que  j'aurai  à  présenter  plus  loin  sur  la  construction 
des  équations  du  quatrième  degré. 

1°  L'équation  binôme 

jt'  —  <7  =  o 

est  construite  par  la  combinaison  des  deux  paraboles 
j"^  —  ax  =  o,        .r^  —  /  =  o. 

Cette  équation  est  traitée  la  première,  non-seulement  parce  qu'elle  est 
la  plus  simple,  mais  aussi  parce  que  les  solutions  données  pour  quel- 
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ques-unes  des  équations  suivantes  dépendent,  comme  on  verra,  de 
celle  de  l'équation  binôme. 

a"  Les  équations  où  manque  le  lerme  en  jc^ 

f ^■.  .r'  H-  fjL^.r  -4-  Xa  =  o 

sont  construites  au  moyen  des  deux  sections  coniques 

j'  H-  [iJC-  H-  X-r  .r  =  o,        X"  —  \jh  .f  =  o, 

où  [x  et  X  désignent  des  quantités  qui  ne  peuvent  prendre  que  les 
valeurs  -f-  i  ou  —  i .  Mais  il  faut  exclure  le  cas  où  [i.  et  \  auraient 
simultanément  la  valeur  -f-  i,  parce  que  les  Arabes  n'admettent  pas 
l'existence  de  racines  négatives,  ni,  à  plus  forte  raison,  de  racines 
imaginaires.  Us  n'ont  donc  pas  à  s'occuper  des  équations 

^'  H-  (7  —  o,  x^  -h  bx  H-  rt  =  o, 

jc^  H-  cx^  H-  rt  =  o,       .r'  -h  cx--{-  bx  -i-  a  =  o, 

où  a,  6,  c  désignent  des  quantités  positives. 

3°  Parmi  les  équations  privées  du  terme  en  x,  les  deux  équations 

X^  ±  ex'-  qi  rt  =  o 
sont  construites  au  moyen  de  l'hyperbole  et  de  la  parabole 

On  remarquera  ici  que  la  détermination  du  terme  sia^  dans  l'équation 
de  l'hyperbole,  et  du  cofficient  \ia  dans  celle  de  la  parabole,  dépend 
de  l'équation 

x^  —  a  ^=  o. 

Le  troisième  cas  de  l'équation  où  manque  le  terme  en  x ,  savoir  : 

x^  —  ex-  —  a  =  o 

8.. 


6(,  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

est  construit  par  la  combinaison  de  l'hyperbole  et  de  la  parabole 

jA-  —  S  (ic  =  o,       y^  —  c.r  -h  c"-  —  o. 

V  Enfin  pour  Téqualiou  complète 

x^  -t-  vc.r'^  -h  txh.x-  H-  \(i  =  o, 

où  V,  fi,,  l  signifient  de  nouveau  +  i  ou  —  i,  l'hyperbole  ou  le  cercle 

j'  -h  fxx'^  +  (^  ^  +  l'-'^)  -^  -^  >--^  J  =  " 
est  combiné  avec  l'hyperbole 

r.r  ±  \D  .X  ±  Au.  --^  =  o. 

^  "•  ^   ^1, 

La  combinaison  de  ces  deux  courbes  donne 

=  [x^  -+-  vc.x^-h  (xbx  4-  y.a)  ix  +  Xfx^j  =  o. 

Passons  maintenant  aux  équations  du  quatrième  degré. 

J'ai  découvert  dans  un  manuscrit  de  la  bibliothèque  de  Leyde  [*]  la 
construction  d'une  certaine  équation  du  quatrième  degré,  due  à  un 
géomètre  arabe,  et  je  l'ai  fait  connaître,  il  y  a  plus  de  dix  ans,  dans  les 
additionsàmon  édition  de  Y  Jlgèbre  (r^lkhayjdmî.  L'analyse  complète 
de  ce  morceau  n'y  occupe  pas  tout  à  fait  une  page.  Peu  étendue  et 
placée  au  milieu  de  beaucoup  d'autres  données,  cette  notice  a  dû  rester 
à  peu  près  inaperçue,  et  je  n'y  reviendrais  pas  en  ce  moment,  si,  sou- 
mise à  un  nouvel  examen  plus  approfondi,  la  construction  dont  il  s'agit 


[*]  Je  suis  heureux  de  pouvoir,  à  cette  occasion,  offrir  de  nouveau  mes  plus  vifs 
remercîments  à  MM.  les  conservateurs  de  la  bibliothèque  de  Leyde,  pour  la 
bienveillante  libéralité  avec  lafjuelle  ils  m'ont  communiqué  ce  manuscrit. 
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ne  m'avait  semblé  mériter  une  attention  toute  particulière.  Elle  m'a 
paru,  en  effet,  contenir  en  germe  une  construction  complète  des  équa- 
tions du  quatrième  degré,  et  je  tâcherai  de  justifier  cette  opinion  par 
les  considérations  que  l'on  trouve  ci-après. 

Le  géomètre  arabe  se  propose  de  déterminer  le  quatrième  côté  d'un 
trapèze,  dont  la  base  et  les  côtés  non  parallèles  sont  égaux  chacun  à  lo, 
l'aire  devant  être  égale  à  90.  Prenant  pour  inconnue  la  demi-différence 
des  deux  côtés  parallèles,  il  montre  que  le  problème  se  ramène  à  l'équa- 
tion du  quatrième  degré 

(10  —  X}^(lO^  —  X-)  =  90^  ou  Ji'''  H-  2000X  =   20X"  -h  1900. 

Pour  construire  cette  équation,  il  combine  l'hyperbole  et  le  cercle 
(10  — x)j"  =  9o,        io^  —  x'^=^j-. 

Si  nous  faisons  abstraction  des  valeurs  particulières  10  et  90  [*],  le 
géomètre  arabe  construit  donc  l'équation 

^*  —  QiXJC^  H-  2a-'x  —  («^  —  c?^)  =  o 

par  les  deux  courbes 

(i)  (a_x)j=c?, 

(2)  a^  —  jc^  =  J'- 

Or,  je  dis  que,  par  une  modification  très-légère  et  qui  se  présente  en 
quelque  sorte  d'elle-même,  ces  deux  courbes  pouvaient  devenir,  entre 
les  mains  des  géomètres  arabes,  le  moyen  d'une  construction  générale 
de  toutes  les  équations  du  quatrième  degré. 

En    effet,    remplaçons  seulement    dans   l'équation   (a)   le    premier 


[*]  Je  fais  observer  que,  dans  les  constructions  d'Alkhayyàmî,  les  coefficients  des 
équations  proposées  ne  sont  pas,  comme  on  pourrait  le  croire,  des  nombres  détermi- 
nés. L'autour  arabe  leur  laisse,  au  contraire,  toute  leur  généralité.  Le  coefficient  de  x' 
s'appelle  le  nombre  des  carrés,  le  coefficient  de  x  le  nombre  des  racines  ou  le  nombre 
des  côtés,  le  terme  constant  le  nombre  donné;  et  Ion  exécute  sur  ces  nombres,  que 
l'on  ne  détermine  pas  autrement,  toutes  les  opérations  que  la  construction  comporte. 
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membre  çf?  —  a  -,  qui  ne  peut  naturellement  servir  que  pour  le  cas 
particulier  du  problème  ci-dessus,  par  |3  H-  y.*  -h  x^ .  Ce  sera  certai- 
nement le  moyen  le  plus  facile  à  imaginer,  et  exigeant  le  moindre  effort 
d'esprit  possible,  pour  introduire  les  deux  constantes  dont  on  a  besoin 
encore  pour  taire  face  aux  qualre  coefficients  de  l'équation  du  qua- 
trième degré. 

Combinant  alors  les  deux  courbes 


(3) 
(4) 

on  obtient 


fj  -\-  -^x  -V-  x"^  =  X\ 


jr*  H-  (  —  2 a  -h  y)  x^  4-  (a-  —  2  ay  H-  |3)  x'^ 
-h  (—  aajS  -h  a.-y)x  -+-  a"/3  —  à'-  =  o; 

et  comparant  cette  équation  à  l'équation 

(1)  .X-*  -h  c/.ï-'  -+-  cx^  -4-  bx  -h  ri  =  o, 

où  ci,  c,  b,  a  représentent  maintenant  des  quantités  positives  ou  néga- 
tives, on  a,  pour  déterminer  les  coefficients  des  équations  des  deux 
courbes,  les  relations 


(5) 

(6) 
(7) 
(8) 


a?  -^  —r  or  -{ —  a  -\- 

/B  =  c-4-2fl?a-i-3i 

y  =^  d  -h  a  a., 
â-=  a^^  —  a. 


=  o, 


Le  coefficient  a  est  donné  ici  par  une  équation  du  troisième  degré; 
mais  nous  venons  de  voir  que  les  Arabes  savaient  construire  ces  équa- 
tions. Ils  pouvaient  donc,  pour  la  détermination  de  ce  coefficient, 
recourir  à  une  construction  subsidiaire  d'une  équation  du  troisième 
degré,  exactement  comme  nous  l'avons  vu  ci-dessus  dans  la  méthode 
d  Alkhayyâmî,  à  l'occasion  de  la  construction  des  équations 


x'^  ±L  ex-  rp  «  =  O. 
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Lorsque  b,  c,  d  étaient  tous  les  trois  positifs,  cette  équation  pouvait 
offrir  une  difficulté  aux  géomètres  arabes,  en  ce  sens  qu'ils  n'étaient 
pas  habitués  à  considérer  des  équations  de  ce  genre,  comme  je  l'ai  fait 
observer  ci-dessus.  Mais,  dans  ce  cas,  il  suffisait  de  remplacer,  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  (3),  le  signe  —  par  +,  ce  qui  fait  chan- 
ger de  signe,  dans  les  équations  (5)  à  (8),  tous  les  termes  affectés  de 
puissances  impaires  de  a.  Une  autre  difficulté  pouvait  se  présenter 
pour  l'équation  (8)  lorsque  le  second  membre  devient  négatif;  mais 
on  l'écarle  tout  aussi  aisément  en  remplaçant,  dans  le  second  membre 
de  l'équation  (4),  )'  par  —J'^  ce  qui  revient  à  changer  le  signe 
de  c?2  [*]. 

On  se  ferait  une  idée  très-fausse  de  l'habileté  des  géomètres  arabes, 
si  l'on  croyait  que  des  considérations  aussi  faciles  que  celles  qui  pré- 
cèdent aient  pu  échapper  à  leur  sagacité.  Si  leurs  raisonnements  étaient 
exprimés  dans  un  langage  et  conçus  dans  un  esprit  différents  de  ceux 
de  la  science  moderne,  ils  n'en  savaient  pas  moins  trouver,  pour  arri- 
ver aux  mêmes  buts,  des  moyens  identiques,  au  fond,  à  ceux  que  nous 
employons. 

Je  suis  même  loin  de  croire  que,  si  les  Arabes  avaient  réellement 
abordé  le  problème  d'une  construction  générale  des  équations  du  qua- 
trième degré,  ils  auraient  adopté  la  marche  que  je  viens  d'indiquer. 


[*]  Comme  les  Arabes  n'ont  à  construire  que  les  racines  positives,  le  seul  cas  où 
cette  méthode  pouvait,  pour  eux,  être  réellement  en  défaut,  aurait  lieu  lorsque  l'équa- 
tion (I)  aurait  des  racines  positives,  et  qu'en  même  temps  l'équation  (5)  n'en  eût 
point.  Or,  si  l'équation  (I)  a  deux,  trois  ou  quatre  racines  positives,  l'équation  (5), 
qui  est  la  dérivée  de  l'équation  (I),  a  respectivement  au  moins  une,  au  moins  deux  ou 
trois  racines  positives.  C'est  donc  seulement  lorsque  l'équation  (I)  n'a  qu'une  seule 
racine  positive  que  la  méthode  peut  être  en  défaut.  Mais  elle  ne  l'est  pas  nécessaire- 
ment ;  car  la  courbe 

y  z=i  x^  -\-  dx^  -f-  ct"^  -{-  b.K  -\-  a , 

tout  en  ne  coupant  l'axe  des  abscisses  qu'une  seule  fois  du  côté  des  x  positifs,  peut 
avoir  une,  deux  et  même  trois  tangentes  parallèles  à  cet  axe,  dont  les  points  de  contact 
ont  des  abscisses  positives.  On  peut,  du  reste,  facilement  remédier  à  l'inconvénient  que 
je  viens  do  signaler,  en  augmentant  les  x  d'une  constante;  mais  il  n'est  pas  probable 
que  les  Arabes  eussent  choisi  ce  moyen. 
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•le  pense,  au  contraire,  qu'ils  auraient  su  trouvei-  des  méthodes 
beaucoup  plus  élégantes  et  j)lus  ingénieuses.  Le  court  exposé  (ju'on  a 
vu  ci-dessus  de  leur  construction  des  équations  du  troisième  degré 
est  peut-être  de  natureà  justifier  cette  opinion  jusqu'à  un  certain  point, 
quoiqu'il  ne  puisse  pas  montrer  la  facilité  avec  laquelle  les  Arabes  ma- 
niaient les  problèmes  qui  dépendent  de  l'inliM-section  de  deux  coniques, 
ni  l'élégance  avec  laquelle  ils  discutaient,  par  exemple,  les  questions 
des  limites  des  solutions  réelles  [*]. 

En  résumé,  je  ne  dis  donc  pas  que  les  Arabes  ont  construit 
toutes  les  équations  du  quatrième  degré  par  la  méthode  ci-dessus 
esquissée;  mais  je  dis  qu'il  est  certain  qu'ils  en  ont  construit  au  moins 
une,  et  je  considère  comme  très-probable  que  ce  n'est  pas  là  la  seule 
construction  de  celte  nature  qu'ils  aient  faite.  Je  dis  en  outre,  et  je  crois 
avoir  prouvé,  que  les  Arabes  disposaient  de  tous  les  moyens  néces- 
saires pour  construire  telle  équation  du  quatrième  degré  qu'ils  vou- 
laient [**],  du  moment  qu'ils  désiraient  s'occuper  d'une  question  de 
ce  genre. 

Je  ne  puis  pas  m'empécher  de  citer,  en  terminant,  l'admirable  so- 
lution du  problème  que  Descartes  a  donnée  dans  le  troisième  livre  de 
sa  Géométrie.  Après  avoir  fait  disparaître  le  terme  qui  contient  le  cube 
de  l'inconnue,  il  construit  l'équation 

j'  =  Pf  +  V  +  '^  » 
en  combinant  la  parabole 

[']  On  en  peut  voir  des  exemples  p.  96  à  1 14  de  i'édition  ci-dessus  citée  de  l'Algèbre 
d'Alkhayyàmî. 

[**]  A  l'exception  près  que  j'ai  signalée  moi-même,  et  qui  correspond  au  cas  tout 
particulier  où,  pour  la  courbe 

Y  =  j:^  -t-  dx^  4-  f .r'  -{-  br  -\-  a  , 

les  axes  sont  placés  de  telle  façon,  qu'une  seule  intersection  de  la  courbe  avec  Taxe  des 
abscisses  est  située  d'un  côté  de  l'axe  des  ordonnées,  tandis  que  toutes  les  autres  inter- 
sections, de  même  que  tous  les  maxima  et  minima  de  l'ordonnée,  sont  situées  de  l'autre 
côte. 
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qui  est  entièrement  indépendante  des  coefficients  de  la  proposée,  et 
qui  peut,  par  conséquent,  être  construite  une  fois  pour  toutes,  avec 
le  cercle 

j^  +  x^  —  qj  —  (i  -\-  p)xt—  /•  =  o. 

En  faisant  r=o,  on  a  la  construction  des  équations  du  troisième 
degré. 

Ce  modèle  de  perfection  marque  bien  le  chemin  qui  restait  encore 
à  faire  aux  Arabes.  Mais  on  ne  saurait  nier,  sans  être  injuste  envers 
ceux-ci,  qu'ils  avaient  au  moins  commencé  à  marcher  dans  ce  chemin. 
Il  faut  se  rappeler  aussi  que  dans  chaque  question  scientifique  les  pre- 
miers pas  et  les  derniers  sont  toujours  les  plus  difficiles  à  faire. 

Il  ne  sera  peut-être  pas  sans  intérêt  de  mettre  à  présent  sous  les 
yeux  du  lecteur  une  traduction  textuelle  du  morceau  qui  a  servi  de  base 
aux  réflexions  que  l'on  vient  de  lire.  Ce  morceau  est  anonyme,  mais 
en  jugeant  d'après  les  autres  pièces  contenues  dans  le  même  manu- 
scrit, je  suis  disposé  à  croire  qu'il  a  été  rédigé  dans  le  courant  du 
XI*  siècle  de  notre  ère. 

«  Au  nom  de  Dieu  clément  et  miséricordieux.  C'est  en  Dieu  que  je 
»   me  confie. 

»  J'ai  lu,  ô  mon  frère  (puisse  Dieu  conserver  toujours  votre  salut), 
»  ce  que  vous  avez  dit  au  sujet  de  la  figure,  relativement  à  la- 
»  quelle  les  algébristes  et  les  géomètres  se  sont  mutuellement  proposé, 
»  depuis  un  certain  temps,  des  questions,  sans  y  trouver  de  réponse 
»   complètement  satisfaisante. 

»  Il  s'agit  de  la  figure  ABCD,  dont  chacun  des  côtés  AB,  AD,  BC  est 
»  dix,  tandis  que  le  côté  CD  est  parallèle  au  côté  AB,  et  dont  l'aire  est 
»  de  quatre-vingt-dix  coudées.  On  désire  connaître  CD. 

»  Or,  je  dis  qu'il  existe  beaucoup  de  lignes  qui  n'ont  pas  des  noms 
»  au  moyen  desquels  elles  puissent  être  désignées,  comme  on  peut 
»  désigner  la  droite  qui  est  commensurable  au  nombre,  et  qui  ne 
u  sont  ni  des  racines  ni  des  médiales  [*]  de  quantités  rationnelles,  ni 
a   des  binomiales,  ni  des  apotomes,  ni  des  racines  de  binomiales  ou 

[*]  C'est-à-dire  racines  carrées  de  racines  carrées. 
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»  d'apoloines,  c'est-à-dire  qu'elles  n'appartiennent  à  aucune  des  vingt- 

»>  sept  espèces  de  lignes  discutées  par  Euclide,  dans  le  dixième  livre  de 

•)  son   ouvrage..  Les  lignes  dont  je  veux,  parler  ne  sont  pas  non  plus 

»  comniensurables  à  certaines  autres  lignes  que  j'ai  indiquées,  telles 

»  que  le  coté  de  l'heptagone  ou  le  côté  de  l'ennéagone,  inscrits  dans 

)'  un  cercle  dont  le  diamètre  est  un  nombi'e,  car  on  appelle  ces  deux 

»  dernières  lignes,  de  même  que  toutes  les  autres  lignes  semblables, 

»  d'après  les  figures  dont  ce  sont  les  cotés,  de  même  qu'on  appelle 

»  la  racine  de  dix  d'après  dix,  et  la  racine  de  vingt  d'après  vingt,  et 

»  l'on  obtient  de  cette   manière  des  noms  suffisants  pour   désigner 

u  ces  lignes.  Toutes  ces  lignes  existent  et  sont  connues  chez  les  bons 

M  géomètres,  aussi  bien  que  les   lignes  rationnelles  counnensurables 

»  aux  nond)res,  car  nous   les    rencontrons  dans  les  constructions  et 

»  dans   les  démonstrations,  nous  les  présentons   matériellement  aux 

»  yeux,   et  nous  opérons  sur   elles  la  duplation,    lu   médiation,    la 

»  composition,  la  séparation,  la  multiplication  et  la   division,   exac- 

»  tement  comme  nous  effectuons  ces  opérations  sur  les  lignes  ralion- 

»  nelles,  grâce  à  la  commensurabilité  de  celles-ci  avec  les  nombres  [*  J. 

»   Maintenant  voici  d'abord  en  quoi  consiste  la  difficulté  que  la  con- 

»  struction  de  la  figure  dont  il  s'agit  offre  aux  algébristes. 

»  La  méthode   la  plus  expéditive  que  l'algébristc  puisse  employei- 

»  dans  ce  problème  consiste  à  élever  aux  deux  points  A,  B,  deux  per- 


»   pendiculaires  à  AB,  et  à  prolonger  CD  de  part  et  d'aulre  jusqu'à  ce 


[*]  Il  paraît  c[iie  le  savant  auquel  cette  lettre  est  adressée  avait  demandé  quelle  est  la 
nature  algébri([ne  de  la  ligne  CD  qu'il  s'agit  de  construire,  et  que  le  passage  qui  pré- 
cède contient  la  réponse  de  l'auteur  de  la  lettre.  Ce  passage  me  semble  offrir  un  intérêt 
particulier,  parce  qu'il  montre  que  les  Arabes  comprenaient  parfaitement  que  les  racines 
d'équations  de  degrés  différents  sont  des  quantités  d'une  nature  essentiellement  et  fon- 
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))  qu'il  rencontre  les  deux  perpendiculaires  aux  deux  points  E,Z, de  sorte 
»  qne  AZ  sera  égal  à  BE  et  DZ  égal  à  CE.  Prenons  DZ  pour  racine  [*]  ; 
»  son  carré  sera  le  carré  (de  l'inconnue).  Retranchons-le  du  carré  de 
»  AD,  qui  est  cent;  le  reste,  à  savoir  cent  unités  moins  le  carré  (de 
»  l'inconnue),  sera  égal  au  carré  de  AZ.  En  niérae  temps  DC  est  égal 
>'  à  dix  moins  deux  choses,  et  il  est  évident  que  le  produit  de  sa  moitié, 
«  plus  la  moitié  de  AB  par  AZ,  est  l'aire  de  la  figure.  La  somme  des 
»  deux  moitiés  est  dix  moins  chose.  Tl  faut  donc  que  nous  multipliions 
»  cela  par  lui-même  et  ensuite  par  cent  moins  le  carré  (de  l'inconnue), 
»  afin  que  cela  devienne  égal  au  carré  de  l'aire  de  la  figure.  Si  l'on 
»  multiplie  dix  moins  chose  par  lui-même,  il  résulte  un  carré  et  cent 
))  unités  moins  vingt  choses  ;  et  si  l'on  multiplie  ceci  par  cent  moins  im 
»)  carré,  il  vient  vingt  cubes  et  dix  mille  unités  moins  un  carré-carré  et 
»)  moins  deux  mille  racines  égal  au  carré  de  quatre-vingt-dix,  c'est-à- 
»  dire  à  huit  mille  et  cent.  Si  l'on  restaure  (les  quantités  retranchées), 
»  et  oppose  (les  quantités  positives)  les  unes  aux  autres,  il  vient  :  un 
')  carré-carré  et  deux  mille  racines  sont  égaux  à  vingt  cubes  et  mille 
«  neuf  cents  unités.  L'équation  a  donc  lieu  entre  quatre  éléments  qui 
»  ne  sont  pas  les  trois  degrés  proportionnels  usuellement  employés 
M  par  les  algébristes  [**],  et  qui  ne  se  laissent  pas  abaisser  à  des  degrés 
»  inférieurs,  de  sorte  que  l'on  puisse  espérer  d'en  faire  disparaître 
»  quelques-uns,  parce  que  parmi  ces  (termes)  se  trouve  le  nombre; 
>i    ils  ne  se  laissent  pas  réduire  comme  on  réduit  la  racine  au  nombre 


(lamentalement  différente.  Il  laisse  entrevoir  aussi  que  les  Arabes  savaient  que  la  racine 
d'une  équation  du  tioisième  degré,  telle  que  le  côté  de  l'ennéagone etde  l'heptaf^one,  ne 
peut  pas  s'exprimer  par  des  quantités  composées  de  radicaux  du  second  degré,  comme 
le  sont  les  irrationnelles  discutées  par  Euclide;  car  on  voit  clairement  que  l'auteur  con- 
sidère ces  deux  espèces  de  quantités  comme  des  genres  différents.  J'ai  analysé  dans  le 
tome  XIX  (i*^*  série)  du  présent  journal  (p.40'  f't  suiv.)  une  démonstration  de  l'im- 
possibilité d'exprimer  la  racine  d'une  équation  du  troisième  degré  au  moyen  des  irra- 
tionnelles d'Euclide,  démonstration  due  à  Léonard  de  Pise,  qui  était  le  disciple  des 
Arabes. 

[*]  C'est-à-dire  pour  inconnue.  L'inconnue  est  appelée  par  les  algcbristes  arabes 
<>  racine  u   ou   «  chose.  » 

[  **  ]   Ces  trois  degrés  sont  le  carré  de  l'inconnue,  l'inconnue  et  le  terme  constant. 
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»  et  le  carré  à  la  racine,  et  le  cube  au  carré;  et  en  même  temps  ils  ne 
»  sont  pas  proportionnels.  Car  bien  que  le  carré-carré  soit  au  cube 
•>  comme  la  racine  est  au  nombre,  le  cube  n'est  pas  à  la  racine  comme 
«  le  carré-carré  est  au  cube.  Mais  si  (les  termcsl  ne  sont  pas  j)ropor- 
»  tionnels,  ils  ne  forment  pas  d'égalité,  de  sorte  que  la  règle  de  l'algé- 
»   briste  ne  s'y  applique  pas,  et  que  son  opération  est  en  défaut. 

»  Quant  au  géomètre,  ce  problème  lui  présente  des  difficultés,  s'il 
»  ne  connaît  pas  la  manière  de  combiner  les  sections  coniques,  et  s'il 
»  n'est  pas  versé  dans  leur  introduction  et  leur  emploi  dans  les  solu- 
»  tions  des  problèmes. 

»  Sachez  donc,  o  mon  frère  (puisse  Dieu  conserver  toujours  votre 
>'  salut),  que  l'intention  de  celui  qui  a  proposé  cette  question,  re- 
»  lalivement  à  une  figure  qu'il  avait  conçue  dans  son  imagination, 
»  sans  cependant  pouvoir  la  construire,  est  de  savoir  comment  il  la 
»  construira,  et  comment  il  la  trouvera,  et  qu'il  n'exige  de  celui  à  qui 
»  il  propose  cette  question  rien  autre  chose  si  ce  n'est  de  trouver  la 
»  figure,  de  sorte  qu'il  puisse  la  connaître  de  science  certaine,  et  qu'il 
»  puisse  de  visu  examiner  sa  position  et  son  tracé.  Or,  c'est  ce  que  je 
))  vais  faire  avec  l'aide  de  Dieu. 

»   Menons  donc  la  ligne  AB  qui  soit  égale  à  dix  coudées,  et  élevons 

FiG.    2. 
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»  deux  droites  perpendiculaires  à  AB,  à  savoir  AZ  et  BE,  dont  chacune 

»  soit  égale  à  neuf  dixièmes  de  AB.  Enfin  menons  EZ.  Alors  la  figure 

«  ABEZsera  un  parallélogramme  rectangle,  et  son  aire  sera  de  90  cou- 

)'  dées.  Construisons  une  hyperbole  passant  par  le  point  E,   et  dont 

»  les  asymptotes  soient  les  deux  lignes  AB,  AZ.  Que  ce  soit  la*section 

»  conique  TEH.  Comme  AB  est  plus  grand  que  BE,  le  cercle  décrit  du 

»  centre  B  avec  un  rayon  égal  à  AB  coupera  la  section  conique  TEH. 


PURES  ET  APPLIQUÉES  69 

«  Qu'il  la  coupe  au  point  C.  Joignons  C,  B  par  une  ligne  droite;  elle 

»  sera  égale  à  AB.  Plaçons  au  point  A,  en  prenant  pour  un  des  côtés  AB, 

»  l'angle  BAD  égal  à  l'angle  CBA.  Faisons  la  ligne  AD  égale  à  la  ligne  BC^ 

»  et  menons  CD.  Je  dis  que  l'aire  de  la  figure  ABCD  est  égale  à  90  cou- 

»  dées,  que  chacun  des  côtés  AB,  AD,  BC  est  10,  et  que  CD  est  pa- 

»  ralléle  à  AB. 

»  DiÎMONSTRATioN.  —  Abaissous  du  point  C  sur  AB  la  perpendicu- 

»  laire  CL,  et  prolongeons  AZ  et  CD  du  côté  de  Z  et  de  D.    Qu'ils  se 

»  rencontrent  au  point  K.  Alors,  puisque  les  deux  angles  A  et  B  sont 

»  droits,  et  que  les  deux  angles  DAB,  ABC  sont  égaux,  les  deux  an- 

))  glesKAD,  CBE  sont  égaux.  En  ménie  temps,  l'angle  CBE  est  égal  à 

))  l'angle  BCL;  par  conséquent  les  deux  angles  KAD,  BCLsont  égaux, 

))  et  les  deux  angles  R,  L  sont  droits,  et  le  côté  AD  est  égal  au  côté  BC. 

»  Donc  le  triangle  AKD  est  égal  au  triangle  BCL.  Ajoutant  de  part  et 

»  d'autre  la  figure  ADCJj,  nous  aurons  la  surface  ABCD  égale  à  la  sur- 

»  face  ARCL.  Mais  puisque  les  deux  droites  CR,  CL  sont  menées  d'un 

»  point  de  l'hyperbole  donnée  à  ses  deux  asymptotes  AB,  AZ  paralle- 

»  lement  à  celles-ci,  elles  comprennent  un  rectangle  égal  à  celui  qui 

»  est  compris  sous  ces  dernières.  Par  conséquent,  le  rectangle  ALCR 

»  est  égal  au  rectangle  ABEZ.  Mais  le  rectangle  ABEZ  était  égal  à  90. 

»  Donc  le  rectangle  ALCR  est  90.  Or  on  avait  démontré  que  le  rec- 

))  tangle  ALCR  était  égal  à  la  surface  ABCD.  Par  conséquent,  la  surface 

»  ABCD  est  de  90  coudées.  En  même  temps  chacun  des  côtés  AB,  AD, 

»  BC  est  de  10  coudées,  et  le  côté  DC  est  parallèle  à  AB.  Nous  avons 

»  donc  fait  ce   que   nous  nous  étions  proposé  ;   nous  avons  montré 

»  l'existence  de  la  ligne  CD  par  construction  et  par  démonstration,  et 

»  nous  l'avons  tracée  tant  en  indiquant  la  manière  de  le  faire,  qu'en  la 

»  mettant  matériellement  sous  les  yeux.   C'est  ce  que  nous  voulions 

»  démontrer. 

»  Ceci  étant  démontré,  si  l'on  nous  donne  un  parallélogramme  rec- 

»  tangle  oblong,  nous    pouvons  mener  des  deux  extrémités   de  son 

»  plus  grand  côté  deux  droites  égales  à  ce  côté  sous  des  angles  égaux 

»  et  telles  que  si  l'on  joint  leurs  extrémités,  il  résulte  une  figure  égale 

"  à  la  figure  donnée,  ayant  trois  côtés  égaux  chacun  au  plus  grand  côté 

»  de  cette  dernière,  et  le  quatrième  côté  parallèle  au  côté  qui  lui  est 

»)  opposé.  Car  soit  la  figure  donnée  ABCD,  et  construisons  une  hyper- 
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bole  passant  par  le  point  C,  et  ayant  ponr  asyniploles  les  deux  lignes 
>>   Al),  AD   Que  ce  soit  la  section  conique  ECZ.  Alors,  si  nous  décrivons 


Tic.  3. 


du  centre  B,  avec  un  rayon  égal  à  AB,  un  cercle,  la  section  conique 
sera  coupée,  parce  que  AB  est  plus  grand  que  BC.  Que  le  cercle 
coupe  l'hyperbole  au  point  E.  Joignons  EB,  et  menons  de  A  la  droite 
AT  sous  un  angle  égal  à  l'angle  ABE  et  égale  à  BE.  Enfin  joignons  TE. 
Alors  la  surface  ABET  sera  égale  à  la  surface  ABCD,  chacun  des  deux 
cotés  AT,  BE  sera  égal  à  AB,  et  TE  sera  parallèle  à  AB.  La  démons- 
tration sera  la  même  que  celle  dont  l'exposé  précède. 
)'  Voilà  la  réponse  qui  s'est  immédiatement  présentée  à  nous  pour 
la  question  dont  il  s'agit;  et  peut-être,  si  nous  avions  cherché  avec 
un  effort  d'esprit  plus  grand  et  une  sollicitude  plus  sincère,  aurions- 
nous  trouvé  une  solution  plus  cxpéditive  et  plus  facile,  que  nous 
aurions  offerte  au  frère  dont  Dieu  fasse  durer  la  prospérité,  et  qu'il 
veuille  guider  par  la  plus  belle  des  directions.  Dieu  est  celui  qui 
inspire  le  choix  des  vrais  moyens,  et  qui  fait  marcher  dans  les  che- 
mins des  réponses  satisfaisantes.  Louange  à  Dieu  ;  que  sa  bénédiction 
soit  sur  son  prophète  Mohammed  et  sur  les  sauits  de  sa  famille.    « 
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NOTE 

Au  sujet  d'un  article  publié  dans  le  Journal  de  Mathématiques, 
tome  VI,  1^  série  [*]  ; 

Par  m.  e.  de  JONQUIÈRES 


Dans  cet  article,  qui  traite  plus  particulièrement  des  propriétés  des 
séries  de  courbes  d'ordre  n  et  d'indice  N,  j'ai  donné  une  forme  trop 
absolue  aux  énoncés  de  quelques  théorèmes,  et  il  est  bon  que  le  lec- 
teur en  soit  averti. 

Sauf  le  théorème  I,  qui  est  vrai  dans  toute  sa  généralité,  la  plupart 
des  autres  ne  conviennent,  sans  restriction,  qu'aux  séries  d'ordre  n  et 
d'indice  i,  c'est-à-dire  aux  faisceaux  de  courbes  d'ordre  n  et  aux 
séries  d'ordre  i  et  d'indice  N. 

Si  ?2  et  N  sont  à  la  fois  quelconques,  les  nombres  exprimés  dans  les 
énoncés  des  théorèmes  ne  doivent  plus  être  pris  comme  des  nombres 
absolus,  mais  simplement  comme  une  limite  supérieure. 

Par  exemple,  le  théorème  II  doit  être  énoncé  ainsi  : 

«  Parmi  les  courbes  C„  d'une  série  d'indice  N,  il  y  en  a,  au  plus, 
»    2  («  —  i)  N  qui  touchent  une  droite  donnée.    » 

Le  théorème  IX,  qui  avait  été  donné  antérieurement  dans  le  Jour- 
nal de  Crelle,  t.  LVI,  prendra  cet  énoncé  ; 

«  Si  des  courbes  du  degré  n  doivent  passer  par  -  «  («  h-  3)  —  /ul  points 
»'  et  toucher  [i.  courbes  de  degrés  respectifs  m,,  m^....,  111^,  le  nombre 
»   des  C„  qui  satisfont  à  la  question  est,  au  plus, 

m,  /TZg...  ma{mf  -+-  2n  —  3)  [nio  4-  2«  —  3). .  .(//7„  h-  2A2  —  3).   » 

S'il  s'agit  en  particulier  d'une  conique  tangente  à  cinq  coniques 
données,  le  nombre  des  solutions  est   7776,  ainsi  que  l'indique  la 


[*]  Cahier  d'avril  1861,  page  ii3. 
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torinule;  mais  s'il  s'agit  d'une  conique  tangente  à  cinq  droites,  il  n'y 
a  (|u'une  solution,  quoique  la  formule  donne  le  nombre  3i  pour  li- 
mite supérieure. 

Les  théorèmes  III,  Y,  VI,  VII,  VIII,  X  doivent  être  soumis  à  une 
restriction  du  même  genre. 


(loll'e  du  Mexique,  8  février  i863. 


~^^^^^A^^^^ 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  78 

NOUVEAUX    THÉORÈMES 

CONCERNANT   LES   NOMBRES   TRIANGULAIRES; 

Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


Nous  avons  vu  (dans  le  cahier  de  novembre  1862)  que  tout  entier  n 
peut  être  exprimé  non-seulement  par  la  somme  de  trois  nombres 
triangulaires,  mais  encore  par  la  somme  de  deux  nombres  triangu- 
laires plus  le  double  d'un  nombre  triangulaire.  Il  va  sans  dire  que 
zéro  est  compté  parmi  les  nombres  triangulaires.  Ces  nombres,  dont 
l'expression  générale  est 

x[x-{-i) 

, 

1 

forment  la  suite 

o,   I,  3,  6,   10,   i5,  21,...; 

désignons-les  généralement  par  la  lettre  A  affectée  ou  non  d'accents,  et 
les  deux  théorèmes  que  nous  venons  de  rappeler  pourront  s'énoncer 
ainsi  : 

Théorème  I.  —  «  Tout  entier  n  est  la  somme  de  trois  nombres 
»  triangulaires  :  autrement  dit,  pour  tout  entier  donné  tï,  on  peut 
»   poser 

«  =  A  -h  A'  +  A".  M 

Théorème  II.  —  «  Tout  entier  îi  est  la  somme  de  deux  nombres 
M  triangulaires  plus  le  double  d'un  nombre  triangulaire  :  autrement 
»  dit,  pour  fout  entier  donné  n,  on  peut  poser 

71=  A  -f-  A'  -t-  2  A".  » 

Mais  il  y  a  d'autres  théorèmes  du  même  genre  qu'il  est  bon  d'ajou- 
ter à  ceux-là.  Par  exemple,  tout  entier  n  est  la  somme  de  deux  nom- 
bres triangulaires   plus  le  quadruple  d'un  nombre  triangulaire.  En 

Tome  VIII  (a«  série  ).  —  Mars  i863.  I  O 
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d'autres  termes,  on  a  toujours,  eu  nombres  entiers, 

a:{.v-h\)  ,   .r(r-f-«)  ,   /  -(s  +  i) 

n  = 1 h  4 

?!  ?.  a 

Kn  effet,  Gauss  a  prouvé  que  le  double  d'uu  entier  impair  est  tou- 
jours la  somme  de  trois  carrés.  Nous  avons  donc  en  particulier  le 
droit  d'écrire 

a {!\ii  +  3)  =  M-  -I-  i>-  -h  (\'^ 

Mais  le  premier  membre  est  ^6  (mod.  8);  il  faut  donc  que  des  trois 
entiers  m,  v,  ir  deux  soient  impairs  et  un  impairement  pair.  De  là 

8/i  -4-  6  =  {ix  -+-  i)-  H-  {-2J  -+-])-  -^  li{iz -h  i)-. 

Développez  les  carrés,   retrancbez  6  aux  deux   membres   et   divisez 
par  8  :  il  vous  viendra 


ce  qu'il  fallait  démontrer.  Ainsi  : 

Théorème  111.  —  «  Tout  entier  ri  est  la  somme  de  deux  nombres 
»  triangulaires  plus  le  quadruple  d'un  nombre  triangulaire  :  autre- 
»   ment  dit,  pour  tout  entier  donné  «,  on  peut  poser 

/^=  Ah-  A'  +  /|A".   » 

On  démontre  avec  une  égale  facilité  les  deux  théorèmes  que  voici  : 

Théorème  IV.  —  «  Tout  entier  n  est  formé  d'un  nombre  triangu- 
»  laire  plus  le  double  de  la  somme  de  deux  nombres  triangidaires  : 
»   autrement  dit,  pour  tout  entier  donné  ?i,  on  peut  poser 

7Z  =  A  -h  2  A'  H-  2  A".  » 

Théorème  V.  —  «  Tout  entier  n  est  formé  d'un  nombre  triangu- 
»  laire  plus  îe  double  d'un  nombre  triangulaire  et  le  quadruple  d'un 
))   pareil  nombre  :  autrement  dit,  pour  tout  entier  donné  «,  on  peut 
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M   poser 

«  =  A  +  2  A'  +  4  A".  « 

Pour  établir   le  théorème  IV,  on  partira  de  l'équation,  démontrée 

par  Gauss, 

Sri  -h  5  =  u^  -jf  if-  -h  îv% 

et  on  remarquera  que  le  premier  membre  étant  se  5  (mod.  8),  il  faut 
que  des  trois  entiers  u,  p,  w  un  soit  impair  et  les  deux  autres  pairs, 
savoir:  un  de  ces  deux  derniers  impairement  pair,  et  l'autre  pairement 
pair.  De  là 

8«  +  5  ~  {2X  -f-  i)-  -h  4  (2^  -+-  iY  -h  i6«% 
partant 

8^2  H-  5  =  {iJC  +  l)^  -h   2  [{2S  -h  I  H-  2^)-  H-  (2^  +  I  —  2O']: 

ou  bien 

Sn  -h  5  =  (2a:  -h  lY  -h  1  [ij  H-  ij-  +  1  [iz  4-  l)^ 

Développez  les  carrés,  retranchez  5  aux  deux  membres  et  divisez  par  8  : 
il  vous  viendra  enfin 

n  =  — '  +  2 .  -^^^ H-  2  .  -^ -, 

222 

c'est-à-dire  le  théorème  IV. 

Pour  établir  le  théorème  V,  on  s'appuiera  de  nouveau  sur  Gauss, 
et  on  partira  de  l'équation 

8  «  4-  7  z=z  u-  -+-  i>-  -+-  2  w- . 

Le  premier  membre  de  cette  équation  étant  ^  7  (mod.  8),  il  faut 
évidemment  que  w  soit  impair,  et  que  des  deux  entiers  m,  v  l'un  soit 
impair,  l'autre  impairement  pair.  De  là 

Sn-i-  'J  =  {-ÎJC  -h  l)-  -Ir  ll{2Z  -h   l)'-\-  2{2J  -h  lY, 

OU  bien,  en  intervertissant  l'ordre  des  deux  derniers  termes, 

8^1  H-  7  =  [ijc  -h  i)-  -h  1  [ij  +  i)^  -h  k\iz  +  i)*. 

Développez  les  carrés,  retranchez  7  aux  deux  membres  et  divisez  par  8  ; 

10.. 
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il  vous  viendra 

2  2  2 

c'est-à-dire  le  théorème  V. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  fait  que  revêtir  d'un  nouvel  énoncé  des  théo- 
rèmes connus,  qui  s'y  prêtaient  si  bien,  qu'après  comme  avant  cette 
transformation  ce  sont  toujours  des  théorèmes  de  Gauss.  Nous  allons 
maintenant  donner  deux  théorèmes  faciles  encore  à  démontrer  et  dé- 
rivés au  fond  de  la  même  soiu'ce,  mais  qui  pourtant,  je  crois,  peuvent 
être  présentés  comme  vraiment  nouveaux. 

Théorème  VI.  —  «  Tout  entier  n  est  la  somme  de  deux  nombres 
«  triangulaires  plus  le  quintuple  d'un  nombre  triangulaire  :  autre- 
»   ment  dit,  pour  tout  entier  donné  «,  on  peut  poser 

/^  =  A  +  A'  -f-  5  A".  » 

Voici  quelques  exemples  : 

1=     I  -+-0-1-5.0,  2=     I  H-     I  -1- 5.0, 

3=   3-}-o-^5.o,  4=   ^+  I -i- 5.0, 

5=    o-f-o-f-5.r,  6=    6 -i-  o-i-5.o, 

7=    1  H- 6  H- 5.0,  8=    3+  o^-5.I, 

9=    3  4- 6 -h  5.0,  10=10-1-  0-I-5.0, 

11=    6-j-o-t-5.i,  12=    6 -{-  i-f-5.i, 

i3  =  10 -+- 3  H- 5.0,  14=    ^  "^  3h-5.i, 

i5  =  10 -h  o -f- 5.1,  i6=:ioH-  6  +  5.0, 

17=    6  +  6-t-5.i,  18=    3-1-    o-t-5.3, 

19=    3 -h  I -{- 5.3,  20  =  10 -I- 10 -f- 5.0. 

On  n'a  mis  partout  (et  sans  choix)  qu'une  seule  décomposition  de 
chaque  entier,  bien  qu'il  puisse  le  plus  souvent  y  en  avoir  plusieurs. 
Par  exemple,  à  l'équation 

9=  3-1-6  4-  5.0, 

que  nous  donnons,  on  pourrait  ajouter  celle-ci  : 

9  =  3  -h  I  -f-  5.1  ; 
mais  une  seule  décomposition  suffit  pour  l'exactitude  du  théorème. 
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Passons  à  la  démonstration  du  théorème  VI,  et  à  cet  effet  rappelons 
d'abord  que  le  produit 

5(8/2  +  7) 

étant  de  la  forme  8/^,-4-3  peut  être  décomposé  en  une  somme  de  trois 
carrés  impairs,  et  qu'on  peut  même  supposer  la  décomposition  propre, 
c'est-à-dire  telle,  que  les  racines  des  trois  carrés  ne  soient  pas  divi- 
sibles à  la  fois  par  un  facteur  >  i,  comme  serait  par  exemple  le  fac- 
teur 5.  C'est  sur  une  décomposition  propre  que  nous  établirons  notre 
raisonnement.  Dans  les  démonstrations  précédentes,  on  ne  s'est  pas 
occupé  de  la  nature  des  décompositions  prises  pour  point  de  départ  : 
elle  n'influait  pas  sur  la  marche  du  calcul;  il  n'en  est  pas  de  même 
ici,  et  dès  lors  il  est  naturel  d'opérer  sur  une  décomposition  propre, 
attendu  que  l'existence  d'une  décomposition  de  cette  espèce  est  as- 
surée, tandis  que  souvent  il  n'y  a  aucune  décomposition  impropre. 
Nous  poserons  donc 

5(8/2-4-  '])  =  u'  -^v^-\-w\ 

u,  If,  w  étant  des  entiers  impairs  qui  ne  soient  pas,  tous  les  trois,  divi- 
sibles par  5.  Mais  w,  v,  w  ne  peuvent  pas  non  plus  être,  tous  les  trois, 
premiers  à  5,  puisque  l'on  aurait  alors 

w'^rti,     p^^±:i,     'w'^^±.\     (mod.  5), 
ce  qui  ne  permettrait  pas  à  la  somme 

M^  -\-  \}-  -hW^ 

d'être  ^o  (mod.  5),  comme  elle  doit  l'être.  Il  est  visible  qu'un  des 
entiers  u,  c,  w  doit  être  multiple  de  5,  et  les  deux  autres  premiers  à  5. 
Soit  donc 

IV  =  5  (az  H-  i)  ; 
il  en  résultera 

5(8/2+  7)  =  m'  -h  t^^  -f-  25  (22  +  i)% 

M  et  p  étant  premiers  à  5. 

Maintenant  on   voit   que  la  somme  u^  +  Sf^  est  divisible  par  5  :  le 
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quotient  sera,  on  le  sait,  une  autre  somme  de  deux  carrés,  et  comme 
11^  _l_  t;2  était  un  entier  impairoment  pair,  il  faudra  que  la  somme  nou- 
velle de  deux  carrés  tasse  de  même  un  entier  impairement  pair,  c'est- 
à-dire  que  les  deux  nouveaux  carrés  soient  impairs.  On  est  ainsi  con- 
duit (en  divisant  par  *))  k  l'équation 

8«  -h  7  ==  {■ix  +  i)-  -h  [o-j  -h  i)"'^  -h  5  {iz  -+-  \)'. 

Développez  les  carrés,  retranchez  7  aux  deux  membres  et  divisez 
par  8  :  vous  en  conclurez 


n  = 


•^(j^H-  1)     ,     J  (7  4-1)     ,     t-    ^(z-^-  « 


5 


c'est-à-dire  le  théorème  Vï. 


TnÉORfîME  VII.  —  «  Tout  entier  n  est  formé  d'un  nombre  triangu- 
»  laire  plus  le  double  d'un  nombre  triangulaire  et  le  triple  d'un 
))  pareil  nombre  :  autrement  dit,  pour  tout  entier  donné  n,  on  peut 
■»   poser 

//=  Ah-  2A'+  3 A".   0 

Voici  quelques  exemples  : 

I  =     1  -h  2.0  -h  3.0, 

3  =    3  -f-  2.0  H-  3.0, 

5  =    3  -h  2. 1  -h  3.0, 

7  =    I  H-  2.3  +  3.0, 

9=  o  H- 2.0 -+- 3.3,  10  =  10  H- 2.0 -h  3.0, 
11=  o  -h  2. 1  H-  3.3,  12  =:  I  -f-  2. 1  -t-  3.3, 
i3  =  10 -h  2.0 -t- 3.  T ,  i4=  3 -+- 2. 1  H- 3.3, 
i5  —  i5  4- 2.0 -j- 3.0,  16=:  1 -f- 2.6 -4- 3. 1 , 
17  =  1 5 -f- 2. 1 -f- 3.0j  18  =  ]  5 -4-  i.o -+- 3.1, 
iQ  =  10  H-  2.0  H-  3.3,       20  =  i5  -h  2. 1  -+-  3.1 . 

Cette  fois  encore  on  n'a  indiqué  pour  chaque  entier  qu'une  décompo- 
sition. 

Passons  à  la  démonstration  du  théorème  VII,  et  à  cet  effet  obser- 


2 

= 

0  -j-  2 

I  -H 

3 

0, 

4 

= 

I  H-  2 

0  4- 

3 

1, 

6 

= 

6  H-  2 

0  + 

3 

0, 

8 

= 

6-1-2. 

i  -h 

3. 

0» 
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vons  que  le  produit 

étant  de  la  forme  4/J-  +  i  peut  être  représenté  par  une  somme  de  trois 
carrés  :  il  y  a  même  des  représentations  propres,  c'est-à-dire  telles,  que 
les  racines  des  trois  carrés  ne  soient  pas  divisibles  à  la  fois  par  un  même 
facteur  >  i,  comme  serait  par  exemple  le  facteur  3.  Je  pose  donc 

"d [li  fi  -h  3)  =  u^  -\-  i>-  -h  w', 

les  entiers  u,  f,  w  n'étant  pas  à  la  fois  divisibles  par  3,  d'où  l'on  con- 
clura sans  peine  qu'aucun  d'eux  ne  jjeut  l'être,  vu  qu'autrement  la 
somme 

ir  -h  i>-  -I-  \v- 

ne  pourrait  pas  être  ^o  (mod.  3),  tandis  qu'il  faut  qu'elle  le  soit.  Le 
produit  3(4/i-h  3)  étant,  d'un  autre  côté  ^  i  (mod.  4}?  un  des  en- 
tiers M,  V,  w  devra  être  impair  et  les  deux  autres  pairs.  Je  supposerai 
donc  désormais  11  impair,  v  et  w  pairs.  Ceci  convenu,  je  multiplie 
par  2  l'équation 

3  (4^i  +  3)  =  II-  +  V-  +  XV-, 
et  j'en  conclus 


6(4«  H-  3)  =  (w  H-  t')^  +  («  —  v)-  -h  2 


w 


\ 


Les  entiers  u  -\-  v  et  u  —  v  sont  impairs.  De  plus,  u  et  %f  étant  pre- 
miers à  3,  on  a 

u^±ii,     fï^^±:i      (mod.  3), 

d'où  il  suit  que  des  deux  entiers  u  -\-  i\  u  ~  v  un  est  divisible  par  3  et 
l'autre  non  divisible  par  3.  Je  représenterai  par  t  celui  qui  est  premier 
à  3  et  par  3  (az  -(-  i)  celui  qui  est  divisible  par  3.  J'aurai  donc 

6  (4«  +  3)  =  ^-  4-  o.w'  -f-  9(2z  -h  i)% 
t  et  w  étant  premiers  à  3.  Maintenant  on  voit  que  l'entier  impair 
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est  divisible  par  3.  Le  quotient  (iii)pair  aussi)  sera  à  son  tour  formé 
d'un  carré  (impair)  plus  le  double  d'un  carré.  En  conséquence  j'écris 

1  (4«  +  3)  =  (u x  H-  i)^  -t-  -is"^  H-  3  {iz  -h  l)^ 

Mais  le  premier  membre  étant  ^2  (mod.  4),  il  faut  évidemment  que 
l'entier  s  soit  impair.  Nous  avons  donc  enfin 

8«  H-  6  =  (2.r  -h  i)''  -\-  -2{2j  -h  i)^  +  3  (az  4-  i)^ 

Développez  les  carrés,  retranchez  6  aux  deux  membres  et  divisez  par  8  : 
il  vous  viendra 

_  .V {.r  +  0         r  (r  +  i)  _^  -,  M^  +  ') 

a  2  2 

c'est-à-dire  le  théorème  VIL 

Ce  qui  me  fait  attacher  quelque  prix  aux  théorèmes  VI  et  VII, 
c'est  qu'ils  complètent  la  série  des  théorèmes  qu'on  avait  à  trouver 
dans  le  sujet  tout  spécial  qui  nous  occupe  ici.  Je  veux  dire  que  nous 
avons  épuisé  les  expressions  de  la  forme 

rtA  -h  AA'  H-  cA", 

où  a,  è,  c  sont  des  entiers  donnés,  qui  peuvent  représenter  sans  ex- 
ception tous  les  nombres  1,2,  3,  4»  etc. 
Pour  que  l'expression 

aà-h  bà!  -4-  c^" 

puisse  représenter  l'unité,  il  faut  qu'un  au  moins  des  coefficients  a, 
b,  c  soit  égal  à  i.  Prenons  donc  rt  =  i,  et  dans  l'expression  qui  reste, 

A-f- ^A'H-cA", 

supposons,  comme  cela  est  évidemment  permis,  c^b.  Il  est  clair  qu'on 
ne  pourra  représenter  le  nombre  2,  qui  n'est  pas  triangulaire,  que  si 
l'on  a  b  =  \  ou  b  =  2.  De  là  deux  expressions  distinctes  ; 

A-hA'-HcA",       c  =  I,  2,  3,  4)  5,..., 
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et 

A -h  2  A' H- c A",       c  = '2,  3, ':î,  5,..., 

qu'il  faut  examiner  séparément. 
Pour  la  première  expression 

A  +  A'4-cA", 

on  ne  peut  pas  aller  au  delà  dec  =  5  ;  car  en  prenante  >  5,on  ne  pour- 
rait pas  représenter  le  nombre  5,  qui  n'est  ni  triangulaire  ni  somme  de 
deux  triangulaires.  La  valeur  c=6  doit  d'ailleurs  être  écartée;  car 

l'expression 

Ah- A'  +  3A" 

ne  peut  pas  représenter  le  nombre  8  par  exemple,  ainsi  qu'il  est 
aisé  de  s'en  assurer  numériquement.  Mais  pour  mieux  mettre  en  évi- 
dence la  cause  générale  qui  rend  la  formule  dont  nous  parlons  im- 
propre à  notre  objet,  observons  que  l'équation 

n=  A-h  A'  -h3A" 
entraînerait  celle-ci 

i,  i',  i"  étant  des  entiers  impairs.  Si  n  est  quelconque,  nous  pouvons 
prendre  comme  cas  particulier 

8«-f-5  =  3(8g-+- 7), 

g  restant  à  volonté.  Il  nous  viendra  ainsi 

3(8g-f-7)  =  ^^-l-/•'^-^3^^ 

de  sorte  que  P  -H  i'^  sera  divisible  par  3,  ce  qui  exige  que  séparément 

i  =  3/,       i'=y, 
et  donne 

8g^+ 7  =  ,•"=« +  3(^4-;-). 

Si  donc  on  prend  g  tel,  que  8g:  -h  7  soit  ^2  fmod.  3),  l'équation  de- 
Tome  VIII  (a»  série).  —  Mars  i863.  I  I 
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viendra  impossible.  Cela  arrive  en  prenant  g  =  2,  d'où  8g  -h  7  =  23, 

c'est-à-dire  en  faisant 

8/i  -+-  5  =  3.23  =  69, 

d'où  n  =  8,  ce  qui  est  la  valeur  indiquée  plus  haut  ;  mais  on  voit 
qu'il  y  a  une  iniinité  d'autres  valeurs  de  //  non  décomposables  sous  la 
forme  A -h  A' +  3  A". 

Quant  aux  formules  qui  répondent  à  c  =  r,  2,  4?  5,  savoir  : 


A 

-+- 

A' 

-h 

A", 

A 

-+- 

A' 

-1- 

'iA% 

A 

■+- 

A' 

H- 

4  A", 

A 

-+- 

A' 

-h 

5  A", 

elles  répondent  à  nos  théorèmes  I,  II,  III,  VI,  et  chacune  de  ces  for- 
mules représente  tous  les  nombres  entiers,  sans  aucune  exception. 
J'arrive  à  la  seconde  expression  générale 

A  -H  2A'  -+-  t'A". 
On  peut  y  prendre  c  =  2,  3,  4>  d'où  naissent  les  trois  expressions 


A-h 

iA' 

-h 

2  A", 

A-h 

2  A' 

-+- 

3  A", 

A  + 

2  A' 

-+- 

4  A", 

qui  répondent  respectivement  à  nos  théorèmes  IV,  VII  et  V.  Mais  on 
ne  peut  pas  y  faire  c  >  4  ;  car  alors  on  ne  représenterait  pas  le 
nombre  4  q"i  n'est  pas  exprimable  par  la  formule  binôme  A  -+-  aA', 

Les  sept  théorèmes  que  nous  avons  mentionnés  plus  haut  sont  donc 
les  seuls  qui  existent  dans  le  cercle  limité  où  nous  nous  renfermons. 

L'expression 

a  A -h  h  A'  -h  cA" 

a  sur  la  forme 

ajc-  -+■  bj^  -f-  cz- 

l'avantage  de  pouvoir,  pour  certains  systèmes  de  valeurs  des  entiers 


I 
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donnés  a^  b,  c,  représenter  tous  les  nombres.  De  quelque  manière 
qu'on  la  particularise,  la  forme 

ne  jouit  jamais  d'une  telle  propriété.  En  effet,  pour  que 

représente  l'unité,  il  faut  qu'un  des  coefficients  a^  b,  c  soit  égal  à  i. 
Prenons  donc  a  =  i,  et  supposons  de  plus,  comme  nous  en  avons  le 
droit,  c^i,  puis  discutons  la  formule 

jc"^  +■  by"^  +  cz^, 

qui  se  décompose  en  ces  denx-ci 

x^ -^     j'^s^CZ^,  c  =  I,  2,  3,  4?---: 

OC^  -+■  1J^  -h  CZ^,  C  =  2,  3,  4vJ 

attendu  qu'on  ne  peut  représenter  i  qu'en  posant  ô  =  i  ou  ^  =  2. 
Dans  la  première,  on  ne  peut  pas  aller  au  delà  de  c  =  3,  sans  quoi  on 
ne  représenterait  pas  le  nombre  3.  On  n'en  tire  donc  que  les  trois 
expressions  suivantes 

x^  -H  jT'  -h  z^,     x"^  -+■  Y^  •+•  2z^,     x"^  -^f^  -H  3>z^, 

lesquelles  sont  elles-mêmes  à  rejeter,  car  la  première  ne  représente 
pas  le  nombre  7,  la  seconde  le  nombre  i4,  la  troisième  le  nombre  6. 
Quant  à  la  formule 

X-  H-  2J^  -f-  C2^, 

on  ne  peut  pas  y  prendre  c  >  5,  car  alors  on  ne  représenterait  pas  le 
nombre  5.  Il  ne  reste  donc  à  discuter  que  les  valeurs  c=  2,  3,  4>  5, 
d'où  naissent  quatre  formules  particulières  : 

X^  +  Q-J^  -+■  iz^, 
.r- -h  2  j- 4- 3  2% 

X-  -¥-  tij-^  -f-  5z^, 

il.. 
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or  aucune  de  ces   formules  particulières   ne   peut  être  admise  :   la 
première  ne  représente  pas  le  nombre  7,  la  seconde  le  nombre  10,  la 
troisième  le  nombre  i4»  1'»  quatrième  le  nombre  10. 
Ainsi  la  forme 

ax-  -h  h)-  -h  cz^ 

ne  convient  jamais  à  notre  objet,  tandis  que  l'expression 

<7A  -+-  ^A'  -h  cA" 

donne  quelques  solutions. 

Mais  on  pourrait  aussi  considérer  des  formules  à  trois  termes,  con- 
tenant à  la  fois  des  carrés  et  des  nombres  triangulaires,  comme 

^n  -h  ^  A  +  cA', 

an  -h  bn'  -h  cA, 

où  n  et  n'  représentent  des  carrés;  et  là  on  trouverait  pareillement 
des  expressions  proj)res  à  représenter  tous  les  nombres.  Nous  pour- 
rons un  jour  traiter  cette  question  nouvelle  qui  n'est  pas  sans  intérêt 
et  qui  a  ses  difficultés. 
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THEOREMES 

CONCERNANT 

LE  QUADRUPLE  D'UN  NOMBRE  PREMIER  DE  L'UNE  OU  DE  L'AUTRE 
DES  DEUX  FORMES  2o/,M-3,  20/^+7; 

Par   m.   J.   LIOUVILLE. 


En  considérant  le  nombre  N  des  décompositions  dont  le  quadruple 
d'un  nombre  premier  /w  ^  3  (mod.  4)  est  susceptible  sous  la  forme 

Jo    -{-  p       7    , 

a-  et  j"  désignant  des  entiers  impairs  et  p  un  nombre  premier  8^  -i-  3 
qui  ne  divise  pas  ^,  on  prouve  sans  peine  que  ce  nombre  N  est  essen- 
tiellement pair.  Mais  quand  m  est  de  l'une  des  deux  formes  spéciales 

2oA-  4-  3,     10k  4-  7, 

c'est-à-dire  quand  m  est  à  la  fois  ^3  (mod.  4)  et  ^  =h  3  (mod.  5), 
on  peut  aller  plus  loin  et  démontrer  que  N  est  la  somme  de  deux  en- 
tiers impairs  N,,  N2,  en  sorte  qu'on  est  assuré  d'avoir  au  moins  N  =  2. 
Cela  résulte  de  deux  théorèmes  que  nous  allons  énoncer  et  qui  sont 
fondés  sur  la  distinction  des  nombres  premiers  p  de  la  forme  S  g -h  3 
en  deux  classes  suivant  qu'ils  sont  ou  non  résidus  quadratiques  de  5; 
l'une  de  ces  classes  contiendra  donc  les  nombres  premiers  p  de  l'une 
ou  de  l'autre  des  deux  formes 

4oA  +  1 1>     ^oh  H-  19, 

et  c'est  à  elle  que  se  rapportera  l'entier  impair  N,  :  l'autre  contiendra 
les  nombres  premiers  p  de  Tune  ou  de  l'autre  des  deux  formes 

4o//  +  3,     40^^  +  27, 


86  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

et  c'est  à  elle  que  se  rapportera  l'entier  impair  Na-  Nos  deux  théo- 
rèmes s'appliqueut  en  effet  à  ces  deux  classes  de  nombres  premieis 
prises  successivement. 

Théorème  I.  —  «  Pour  tout  nombre  premier  m  de  l'une  ou  de 
')  l'autre  des  deux  formes  lok  -h  3,  10 k  -4-  7,  on  peut  poser  au  moins 
»   une  fois  (et  toujours  un  nombre  impair  de  fois)  l'équation 


*/•+-<    -,-2 


4  m  =  X-  -t-  ^*'"*"'  j 

n  X  et  y  étant  des  entiers  impairs  et  p  un  nombre  premier  4oA  h-  i  i 
»   ou  40^^  +  19»  ^^^^  "^  divise  pas  jr.    » 

Théorème  IL  —  «  Pour  tout  nombre  premier  m  de  l'une  ou  do 
))  l'autre  des  deux  formes  10k  +  3,  10k  H-  7,  on  peut  poser  au  moins 
»   une  fois  (et  toujours  un  nombre  impair  de  fois)  l'équation 

4  m  =  x^  -¥■  p'"''^*  J% 

»  j:  et  ^  étant  des  entiers  impairs  et  p  un  nombre  premier  4o/i  +  3 
»  ou  4o^  H-  27,  qui  ne  divise  pas  j.  » 

On  peut  réunir  ces  deux  énoncés  en  un  seul  en  disant  que  :  «  Si  du 
»  quadruple  l[ni  d'un  nombre  premier  donné,  de  l'une  des  deux 
»  formes  20 A -f- 3,  2oA- -h  7,  on  retranche  tant  que  faire  se  peut  les 
»   carrés  impairs 

1%  3%  5%  7%  9%   11%..., 

»  il  }  aura  un  nombre  pair  N  de  restes  susceptibles  d'être  mis  sous  la 
))   forme 

H       J   » 

'  p  étant  un  nombre  premier  (naturellement  de  la  forme  8g  ■+-  3)  qui 
»  ne  divise  pas  j.  Mais  ce  nombre  pair  N  sera  la  somme  de  deux 
»j  nombres  impairs  N,,  Nj  respectivement  relatifs  aux  deux  cas  de 
I)  ^  ^  I  I  ou  19  (mod.  4o)  et  de  /?^3  ou  27  (mod.  4o)-  » 

Soit,  comme  premier  exemple,  m  ■=  3,  d'où  l\m  =  12.  On  aura 

12  —  1^=11.1^, 
i2-3^=    3.1% 
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d'où  visiblement  N  =  2,  N,  =  i ,  Nj  =  1 ,  conformément  à  ce  que  nous 
avons  annoncé. 

Prenons  ensuite  m  =  7,  d'où  /^m  =  28.  Il  viendra  d'abord 

28  -  i-  =  27  =  y.i\ 

ce  qui  ne  fournit  pas  un  reste  canonique  parce  que  l'exposant  3  n'est 
pas  de  la  forme  4^  H-  i  ;  mais  en  continuant  on  a 

28-3^=  19.1% 
a8-5=^=    3.1% 

ce  qui  conduit  encore  à  N,  =  i,  N2=  1. 

Soit  à  présent  m  =  23,  d'où  ^m  =  c)2.  Les  restes  seront 

92  —  12=    ^  ,3^ 

92-3=^  =  83.1% 
92  — 5»  =  67.1% 
92  — 7- =  43.1-, 

92-9'=  "•''• 

Il  y  a  quatre  restes  canoniques,  et  le  dernier  seul  appartient  à  la  pre- 
mière classe  des  nombres  p.  On  a,  par  suite,  N,  =  i,  N2  =  3,  et  cette 
fois  encore  notre  théorème  est  confirmé. 

Pour  m  =  43  (c'est-à-dire  pour  /^m  =  172)  on  a  également  N,  =  i. 
N2  =  3,  les  restes  canoniques  étant  d'une  part 

172  —  I-  =  19.3", 
et  d'autre  part 

172  —    3*^  =  163.1*, 

1 72  —    5^  ^      3.7'", 

172  —  i3^  =      3.1^; 

les  restes  non  canoniques  sont 

172-  7*  =  3.4i, 
172-  92  =  7.13, 
172  —  1 1'^  =  3,17. 


I 
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Enfin  pour  m  =  l\']  [on  l\m-=  i^'è)  on  trouve  N,=3   et  "N,  =  3. 
Après  avoir  écarté  le  reste  non  canonique 

i88-  i'=  11.17, 

on  obtient  en  effet  ces  deux  classes  de  restes 

179.1 

188-    7=^=139.1-, 
188— i3-'=    19. i\ 
puis 

188-    5^=163.1% 

i88  —    9'  =  107.1^, 

188-  ii^=  67. I^ 

Je  ne  crois  pas  devoir  pousser  plus  loin  ces  vérifications  numé- 
riques. 
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LA  QUADRATURE  DES  SURFACES  DU  2"  ORDRE  DOUÉES  DE  CENTRE; 
Par  O    SCHLOMILCH, 

Professeur   à    l'École   Polytccli nique    de    Dresde. 


Nos  notions  sur  la  quadrature  des  surfaces  du  second  ordre  douées 
de  centre  se  bornent  encore  au  théorème  établi  par  Legendre,  que 
l'aire  d'une  portion  d'une  pareille  surface  terminée  par  quatre  lignes  de 
courbure  peut  être  exprimée  par  des  intégrales  elliptiques.  Mais,  à 
l'exception  du  cas  très-particulier  où  il  s'agit  de  l'aire  totale  de  l'ellip- 
soïde, cette  expression  est  assez  compliquée  quand  on  y  effectue  toutes 
les  réductions  indiquées,  circonstance  qui  est  certainement  la  cause  de 
ce  qu'on  n'ait  encore  trouvé  dans  la  géométrie  à  trois  dimensions 
aucun  théorème  analogue  à  celui  de  Fagnano  [*].  D'après  cela,  il  ne 
me  semble  pas  superflu  de  montrer  dans  ce  qui  suit  qu'on  peut  déter- 
miner  sur  chacune  des  surfaces  mentionnées  une  infinité  de  zones  on 
calottes  dont  les  aires  peuvent  s'exprimer  par  des  intégrales  elliptiques 
de  première  et  de  seconde  espèce,  et  que,  de  plus,  des  zones  et  des 
calottes  peuvent  y  être  déterminées  dont  les  aires  ne  diffèrent  entre 
elles  que  par  des  quantités  algébriques. 

Que  l'équation  générale  des  trois  surfaces  du  second  ordre,  douées 
de  centre,  soit 

(i)  Ax^  -^Bj'  H-  Cz'=i, 

et  que  Ton  ait  pour  les  cas  spéciaux 

Ellipsoïde A  = 

Hyperboloïde  à  une  nappe A  =  • 


a- 
I 

a- 


Hyperboloïde  à  deux  nappes.  .  .      A  =: ^1 


B 

==-^6^' 

B 

--=-^F 

c=-l, 

B 

I 

—  v 

c=+^- 

[*]  Voyez  pourtant  un  article  de  M.  Le  Besgue  sur  les  arcs  à  différence  rectifia blc 
et  les  zones  à  différence  planifiahlè  (cahier  de  septembre  1846,  p.  33 1);  voyez  aussi 
une  lettre  du  même  auteur  (p.  336).  (J.  L.  ) 

Tome  Vlll  (a»  série).— Mars  i86:?  f2 
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Soit  de  plus,  pour  abréger, 


(2) 


=  v/--^   ^  =  \/'-^ 


alors  a  et  ]3  désignent  les  excentricités  dos  sections  principales  dans 
les  plans  de  jcz  et  de  jz.  Pour  que  a  et  /3  soient  toujours  réels  et 
a  >  /3,  il  faut  supposer  dans  l'ellipsoïde  a  "^  f)  >^  c,  et  dans  les  hy- 
perboloïdes  <7  <  t».  Qu'on  imagine  maintenant  dans  le  j)lan  de  jcj 
deux  ellipses  concentriques  rapportées  à  leurs  demi-axes  respectifs  r/„, 
^0  et  a,  >  ^/o,  ht  >  .^o-  L'aire  annulaire  comprise  entre  ces  deux  el- 
lipses peut  être  considérée  comme  la  projection  horizontale  d'une 
zone  d'une  des  surfaces  en  question.  Soit  Z  l'aire  de  cette  zone.  On  a 
alors 


(3) 


\---fW^^:^W'^^'^r, 


où  les  intégrations  se  rapportent  à  toutes  les  valeurs  positives  de  x  et 
j"  qui  satisfont  en  même  temps  aux  conditions 


^'- 


iÏÏ^ 


En   introduisant  des  coordonnées  polaires  au  moyen  des  formules 
connues 

jc  =  r cos  5,     j-  =  rs'mô^     dxdj  =  rdddr, 

et  en  posant,  pour  abréger, 

P  =  A  cos-  0  -H  B  sin^  ô,        Q  =  A«'  cos-  0  +  Bp-  siu^  6, 
^  1        /cosO\2        /sin9\2 

la  formule  (3)  se  change  en 


cosi 
a, 


sim 

~Â7 


'-'fuy^'-'^"- 
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La   fonction  qu'il  s'agit   d'intégrer  par  rapport  à  /  devient  ration- 
nelle par  la  substitution  de 


'-^''-ir 

.-Qr    -"' 

r'-         ^-"^         rdr-           ^"^      t 

^   -p_Q„.^      ^^^  -         (P_-Q«-]^' 

on  obtient 

(4) 

les  limites  Wy  et  w,  étant 


^  /Ko  -  P  ^  /R, 


—  P 


L'intégration  par  rapport  à  a  pourrait  s'effectuer  sans  peine,  mais 
elle  fournirait  une  expression  assez  compliquée  renfermant  ou  des  lo- 
garithmes ou  des  arcs  de  cercle.  Si  Uq  et  m,  étaient  constants,  on  pour- 
rait éluder  cet  inconvénient  et  simplifier  considérablement  le  calcul 
en  renversant  l'ordre  des  intégrations,  moyen  qui  ne  réussit  pas,  tant 
que  Uq  et  u,  sont  fonctions  de  Ô.  Il  faut  donc  opérer  de  manière  à 
rendre  constants  ii^  et  ^^,.  Or  on  a,  d'après  la  signification  de  P,  Q, 

Ro-P=  (^-a]cos=^6  -^-  (j,  -B\  sm^ô, 

Ro  -  Q  =  (;^  -  A  4-  ^)  cos^  5  +  (^  -  B  +  ?;)  sin^  ô; 

la  seconde  de  ces  deux  expressions  devient  divisible  par  la  première, 
quand  on  a  en  même  temps 

a'=(«Î-a)Ho.    b==(^-b)h„ 

H„   désignant  un  facteur  constant  indéterminé.  On  peut  remplir  ces 

12.. 
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conditions  en  posant 

ce  qui  donne 

(6)       ■        "..=\/S 

Semblablement  u,  acquerra  une  valeur  constante,  en  posant 

/     V  •>  "'  !,'>  "i 

(7;  '^1=    AU^H.r        ''"  = 


A(AH-H,)  "        B(B-hH, 

savoir 


(S)  «■  =  \/è^- 

Dans  ces  hypothèses,  l'équation  (4)  se  change  en 

I 

et,  en  vertu  des  valeurs  de  P  et  Q,  l'intégrale  relative  à  d  est 


-  TT 


Afi  —  a')cos^9-+-B(i  —  ^' )  sin=  Ô  .^ 

'^        [  A  ( I  —  a'  «')  cos^  e  H-  B  (i  —  p-  m')  sin=  9  p  '^ 

—  a=  I  —  p 


4  y/AB  V  V  —  '^'  «'  I  —  fi-  «V   v'(l  —  «'  «';  ('  —  P'  u') 

partant 

(9)       z  =  -^  f"-  (  ^^:^  +  -I^)  -       '"'    

Pour  trouver  le  sens  géométrique  de  ce   résultat,  j'observe  qu  en 
donnant  à  H  toujours  le  signe  de  C,  l'équation 
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représente  un  cône  à  base  elliptique,  et  que  l'interseclion  de  ce  cône 
avec  la  surface  représentée  par  l'équation 

Ax^  -t-Bj-  +  Cr^  =  1 

est  une  courbe  à  double  courbure  dont  la  projection  horizontale  est 
déterminée  par  l'équation 

(10)  A  (A  -f-  H)  x2  +  B  (B  +  H)  j-  =  H. 

Quant  aux  valeurs  de  la  quantité  arbitraire  H,  on  les  peut  toujours 
choisir  tellement,  que  l'équation  (10)  représente  une  ellipse,  dont  les 
demi-axes  sont  réels,  savoir 


\/ 


et       ^' 


A(AH-H)  V   B(B  -h  H) 

et  comme  ces  valeurs  s'accordent  parfaitement  avec  celles  qui  sont 
indiquées  aux  n°'  (5)  et  (7),  on  peut  établir  la  proposition  suivante: 
«  Les  intersections  de  la  surface  représentée  par  l'équation 

Ajc^  -+-  Bj-  -h  Cz'^  —  1 , 
»  par  les  deux  cônes  dont  les  équations  sont 

A^r^  -f-B-j-  -CHoZ^  :=o, 
A.-JC-  +  Wy-  -CH,  2.^  =  0 

))  déterminent  sur  la  première  surface  deux  zones  égales  et  symétri- 
»  quement  opposées  par  rapport  au  plan  de  ocj'.  L'aire  de  chacune 
»  de  ces  zones  peut  être  exprimée,  d'après  la  formule  (9),  par  des  in- 
>•   tégrales  elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce.    » 

La  construction  de  ces  deux  cônes  est  d'ailleurs  la  même  pour  cha- 
cune des  trois  surfaces  en  question,  car  en  substituant  dans  les  équa- 
tions de  ces  cônes  les  valeurs  de  A,  B,  C  et  en  y  posant 


i 
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les  signes  supérieurs  correspondants  au  cas  où  C  est  positif  el  les  signes 
inférieurs  à  celui  où  C  est  négatif,  on  obtient  toujours  les  mêmes  équa- 
tions, savoir 


oT' 

r' 

— 

+ 

b* 

<7* 

X- 

y- 

— 

-f- 

rt' 

b' 

r/'.y 


;r//,p 


=  o, 


=  o. 


D'après  cela,  ces  cônes  peuvent  être  construits  en  portant  OH„  =  //„ 

Fie.   I. 


et  OH,  =  h,  sur  l'axe  des  z  et  en  menant  les  longueurs 


FoHo  =  F,  H,  = 


OC 


GoHo  =  G,H,  =  -^  =  -■ 


parallèles  aux  demi-axes  a  et  b.  Les  ellipses  FoGo  et  F,  G,  seront  alors 
les  bases  de  ces  cônes.  Dans  le  cas  d'un  ellipsoïde,  les  hauteurs  h^  et  /;, 
ne  sont  sujettes  à  aucune  restriction;  dans  le  cas  d'un  hyperboloïde 
à  une  nappe,  il  faut  prendre  /?„  <  «  et  ^,  <  rt;  enfin,  dans  le  cas  d'un 
hyperboloïde  à  deux  nappes,  il  faut  prendre  ho'^  b  et  /?,  >  b. 

Pour  réduirp   l'intégrale  marquée  (9)  à  des  fonctions  elliptiques, 
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nous  posons 


cela  donne 


v'(i  — (z'tf')(i  —  p'«^ 


d^ 


=  ^f[^j[('->^')F(T)-E(9)+A(9)tang9] 

=  ^  [(C  -  A)  E(y)  +  AF  W  +  ^^(±^-M  tangf  ], 
En  posant,  pour  abréger, 

('^)  G  (9)=- \^^/  tangy, 

et  en  déterminant  les  limites  de  f  au  moyen  des  formules 


/C  — A 
sin(p„  =  aWo=i/^—- jj- 

(i3)  '  yc  +  Ho 

smi 


/C  — A 

nous  aurons  la  formule 


(l4)  Z=  (C-A)[E(y„)-E(y.)]  +  A[F(yo)-F(y.)] 

yABC  (C  —  A  y 

H-G(ç.)-G(<p,)[ 
pour  laquelle  on  peut  écrire 


ir 


^'^)        Z=— ======[(C-A)E(t)4-AF(t)  +  G(to)-G(<p,) 

VABC(C  —  A)^ 


y.  sinço  sinop,  sinrj, 
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où  l'amplitude  t  est  déterminée  par  la  formule  comme 

siiiîpjCOScp,  Af-pi)  —  sinip,  cosopo  Afcp,,) 
t'^)  «'"^  = i-.'sin>,.sin-<p. 

Dans  le  cas  d'un  ellipsoïde,  on  peut  donner  à  IIq  et  H,  les  valeurs  o 
ou  00  ,  ce  qui  conduit  à  des  conséquences  remarquables.  Pour  Ho=  o 
ou  ho=  '^  1  la  zone  Z  se  change  en  une  calotte  dont  la  figure  repré- 
sente \ui  quart  (CU,A^).  Soit  Z,  l'aire  de  cette  calotte.  La  première 
des  équations  (i3)  donne  dans  cette  hypothèse  sinipo  =  a  ou,  en  dési- 
gnant par  (7  cette  valeur  particulière  de  ipoi 


(17)  sm(7=«=-— - 


et  l'équation  (i  3)  devient 

(18)  Z,:=-ZL=\{n^-c-)[E.{a)-EM\-^c'[ï{a)-F(<f,)\ 

-f  fl'c'[G((7)  — Cx(y,)|. 

Dans  l'hypolhèse  H,  =  »  ou  A,  =  o,  la  ligne  d'intersection  du 
cône,  dont  la  haulcur  est  nulle,  avec  l'ellipsoïde,  coïncide  avec  la 
trace  horizontale  AB.  Alors  la  zone  Z  se  change  en  une  autre  zoneZo; 
la  figure  ABUqVo  en  représente  un  quart,  et  les  foruuiles  (i3)  et  (i/j) 
donnent 

(l  9)  Zo  =:  -^JL=  [{a^-  -  r')  E  (<p,)  +  c»  F  (cp,)  +  a'  r'  G  (^„)]. 

y«'  —  c' 

Soit  observé  en  passant  qu'on  peut  déduire  de  celte  expression 
la  formule  connue  qui  donne  la  moitié  de  l'aire  de  l'ellipsoïde  en  y 
supposant  7/^,  =  ce  ,  partant  ©0  =  a. 

La  différence  de  Zo  et  Z,  est 

(20)  z„-z.  =  -^.=L=  {(«=-c')[^:(cpo)+E(.p,)-K(<^)]^-^•'[^'W-^•^''(?.)-F(<^)] 
et  si  l'on  dispose  sur  ho  et  h,  tellement  que  cpo  et  9,  satisfassent  à  la  re- 
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lation 

(21)  coso-  =  cos(poCos(p<  —  sinipo  sin©,  A  (c), 
on  aura  pour  Z„  —  Z,  la  valeur  algébrique 

(22)  Zo  — Z,  ■  I  [a- — c==).r2siD(})oSin!p,  sinti-i-  a'c^[G{<if^)  4-  G(yi)  —  Gfc)]!. 

En  vertu  de  ces  équations  et  en  y  exprimant  tout  au  moyen  de  <r/, 
h,  c,  h^  Hqj  A<,,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant: 
«  Quand  les  hauteurs  Jiq  et  h^  satisfont  à  l'équation 


a  c  nbc 

n  la  différence  entre  les  aires  de  la  zone  déterminée  par  le  premier 
»  cône  et  de  la  calotte  déterminée  par  le  second  est  une  expression 
»'  algébrique,  savoir 


—   C    -h 


( //-■  c'  ^  c-"  a' ~  a'-  b' +  c^  h  =) /i 


s/ô 


a- 


Ces  formules  deviennent  très-simples  dans  le  cas  hQ=zh^y  c'est-à- 
dire  quand  il  n'y  a  qu'un  seul  cône  qui  divise  la  surface  du  demi-el- 
lipsoïde en  une  calotte  Z,  et  en  une  zone  Zq.  Les  deux  équations  pré- 
cédentes se  réduisent  alors,  la  première  à 


V  «  -H* 


bc 


b  -\-  c 

et  la  seconde  à 

X.  —  7jn=^7:  [ab -, — 

"  \  a-t-  0 

On  pourrait  établir  des  propositions  semblables  à  l'égard  des  hy- 
perboloïdes,  mais  elles  ne  seraient  pas  de  nature  à  donner  des  résul- 
tats aussi  simples  dans  les  hypothèses  particulières.  En  tout  cas,  on 

Tome  VIII  {■>'  série).  —  Mars  i863.  i3 
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peut  regarder  ces  propositions  comme  analogues  à  celles  de  l'agnano 
sur  l'ellipse  et  l'hyperbole. 

La  méthode  dont  nous  avons  t'ait  usage  pour  la  réduction  de  l'inté- 
grale double  au  n^  (3)  s'aj^pliqne  aussi  à  l'intégrale  mullij)le 


JT 


j      •j  y,  _  Ax'x»— Bp'j'— . . .  y      •  '  ■' 


pourvu  que  les  intégrations  s'étendent  à  toutes  les  valeurs  positives 
de  .r,  r, ...»  qui  satisfont  aux  deux  conditions 


y 


...>i         et 


^ 


I . 


Quant  au   résultat  final,  on  le  peut  représenter  sous  la  forme  sui- 
vante. Supposons  que  l'intégrale  proposée  soit 

s=/7v.r->."-.../(,T^:— ::>?^>^... 

et  que  les  variables  ^,  /],...,  doivent  satisfaire  aux  deux  conditions 


1  — >,  g  ^ 
I— ).„    ^ 


1  —  Ào  p 
^-f\ 


I  —  /.,  a 

I  —  )., 


£  + 


I— A,p 
I  — ^, 


>r, 


.^», 


dans  lesquelles  X„  et  X,   sont  des  quantités  arbitraires  entre  o  et  j  ; 
alors  on  a 


S  = 


r(/«)  r(rt 


rd  -4-/71- 


-A   ,   ^('-P) 


+ 


(■  — 0 


</f 


;,_afj'«(i_p^)"., 


En  prenant  >,q  =  i,  X,  =  o,  on  retombe  sur  une   formule  j)articulière 
donnée  d'abord  par  M.  Catalan. 


f 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  LTOUVTLLE 
PAR  M.   SCHLÔMILCH. 


«  Dresde,  24  octobre   1862.  -^ 

»  ...  Je  profite  de  cette  occasion  pour  vous  communiquer  quelques 
remarques  relativement  à  deux  points  de  la  science. 

»  L  La  résolution  des  équations  du  quatrième  degré  devient  très- 
simple  quand  on  se  propose  de  réduire  une  telle  équation  à  une  équa- 
tion réciproque.  En  effet,  si  dans  l'équation  donnée 

jc^  -+-  ajc^  ■+■  bx-  ■+  ex  -\-  d  =  o  ^ 

on  fait  la  substitution 

X  =  g^-[-r, 
on  parvient  à  l'équation 

^*  +  al^  +  jSf  +  7^  +  c]^  =  o, 

et  les  valeurs  de  a,  /3,  y,  S'  seront 

Lr  -\-  a  f.  6r^-f-3«r-|-/; 

7  =  J^ '     ^  =  7^ -• 

Pour  que  l'équation  en  ^  soit  réciproque,  il  faut  que  l'on  ait  J*  =  i  et 
y  =  a,  c'est-à-dire 

g*  =  r*  +  ar^  +  br'^  -h  cr  +  c(\, 

( 4 ^  +  a  )  g"^  =  4 '^^  +  3  rtr^  H-  2  ^/' 4- c. 

L'élimination  de  g  entre  ces  deux  équations  donne 

{^r-\-aY  {r^-{-ar^  -^  br^  -i-  cr -h-  d)  =  {^r^  -h'5ar^-\-  2br-hc)-, 

i3.. 
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ou  Ijieii 

{a^  —  4 ah  -h  Se)  r^  -h  [n'^h  -\- lac  —  4 />'-  -h  1 6 <-/)  /■- 

H-  {a'c  4-  S  m/  —  L[hc)  r  -}-  a'-  d  —  a'-  —  o. 

Cette  équation  cléteniiiue  la  valeui-  do  r;  les  autres  Ibrinules  donnent 
successivement  les  valeurs  de 

ij-,   «,   /3,  ^  et  or. 

')   Dans  le  cas  spécial  a  =  o,  l'équation  en  /•  devient  plus  simple 

Scr'  -/i{b'  -  kd)n  ~  /^bcr-c'  =  o, 

et  par  substitution  de  /•  =  —  elle  se  change  en  celle-ci 

s^  -^-  7.bs'  -^  [h"^  —  l^d)  s  —  c"^  =  o , 

ce  qui  est  la  résolvante  d'Euler. 

»  La  résolution  donnée  est  peut-être  moins  élégante  que  celle 
d'Euler,  mais  elle  repose  sur  une  idée  très-simple  qui  est  facile  à  re- 
tenir dans  la  mémoire. 

)'   IL  On  sait,  d'après  une  remarque  de  Lambert,  que  la  fonction 

I  —  X  I  —  x^  I X" 

étant  développée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  jc,  donne  la 
série 

s  =^  JC  -h  9.  T^  -h  2 x^  -{-  3.r*  +  , .  .  , 

où  chaque  coefficient  contient  autant  d'unités  que  l'exposant  a  de  di- 
viseurs. La  même  fonction  a  été  transformée  par  Clausen  [Journal  de 
Crelle.  t.  III,  p.  95)  qui  trouve 

l  -h  X  I  -4-  J?^        ,  l  -\-  x-' 

s  =  JC  H .r  '  H .2-'  -f-  .  .  . . 
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>'  Cette  transformation  est  très-remarquable,  et  elle  offre  assez  d'a- 
vantage pour  le  cas  où  x  est  une  petite  fraction,  mais  elle  cesse  d'être 
favorable  dans  le  cas  contraire  où  x  diffère  peu  de  l'unité.  C'est  pour 
le  dernier  cas  que  je  vais  indiquer  une  transformation  convenable, 
savoir  : 


les  valeurs  des  coefficients  étant 

C  =  0,5772156649. .., 


P  x6 


1.2.2        I 


T4' 


I 

C.=       '^° 


'         1.2.3.44        86400 

c.= 


42.  /  I 


I .2. . ,6.6        7620480 

»  La    transformation  indiquée   se  déduit  aisément  de  la  formule 
connue 

/(z)H-/(2^)+/(3.)  +  ...-4-/(mz) 

=  i         Au)du  +  l[J{mz)-f(o)]  +  {-Jf(mz)-J'(o)]-...,~ 

en  y  posant 

/  (z)= h  -, 

m  =  00  ,     z  =■  Ix.  » 


loa 
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^VWX^VV'WX^VV^  W^V\\  \\^  \\*  X.\>\\'»\ 


\v^  i\>  \\%vv\\%\\^i\  v\>>\x^i\^  vv«\w«\'\\\\i^  w\w\^^v\'%v\^w%  vvN  vv^   \^w\  v\^\*^^ 


NOUVEAU  THEOREME 


CONCERNANT 


LE  QUADRUPLE  DUN  NOMBRE  PREMIER  DE  LA  FORME  i?./r  +  5; 
Pau   m.   J.    LIOIJVILLE. 


On  pourra  joindre  ce  théorème  à  ceux  que  nous  avons  donnés  dans 
le  cahier  de  mars  1861,  page  93.  Voici  en  quoi  il  consiste  : 

Soit  m  un  nombre  piemier  donné,  do  la  forme  \ik  -\-  5.  Je  dis  que 
sou  quadruple  4''^  vérifiera  au  moins  une  fois  (et  toujours  un  nombre 
impair  de  fois)  l'équation 

l\  m  —  3x-  -h  //'"^'  j% 

où  X,  y  sont  des  entiers  impairs  et  p  un  nombre  premier  non  diviseur 
de  j'.  Comme  d'ordinaire,  nous  admettons  pour  l  la  valeur  zéro. 

Cet  énoncé  n'unpose  au  nombre  premier  p  aucune  condition;  mais 
par  la  nature  même  du  nombre  donné  w,  l'équation 

entraîne  les  deux  congruences 

/?E^i     (mod.  8),         A'==2     (mod.  3). 

Ainsi/)  ne  peut  être  que  de  la  forme  i^g  -h  17. 

On  présentera  notre  théorème  sous  un  point  de  vue  plus  commode 
en  disant  que  si  du  quadruple  ^m  d'un  nombre  premier  donné,  de  la 
forme  12A  -h  5,  ou  retranche  tant  que  faire  se  peut  les  entiers 

3.I^   3.3-,  3.5^  3.7^..., 

il  y  aura  un  nombre  impair  de  restes  susceptibles  d'être  mis  sous  la 
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forme 

p  étant  un  nombre  premier  [i[\g  -\-  17)  qui  ne  divise  pas  j. 
Les  nombres  premiers  de  la  forme  12A:  -h  5  forment  la  suite 

5,   17,  29,  4l  53,  89,   loi,   ii3,...; 

vérifions  notre  théorème  sur  quelques-uns  de  ces  nombres. 
Pour  m  ^=  5  (d'où  4'^  =  20),  on  n'a  qu'un  seul  reste 

20  —  3.1  -  =  17.1^; 

mais  ce  reste  a,  comme  il  le  faut,  la  forme  canonique. 
Pour  w  =  17  (d'où  f[ni  =  68),  il  vient  d'abord 

68  -  3.1^  =^6,-)=:  5.i3, 

ce  qui  ne  fournit  pas  un  reste  canonique  ;  mais  le  reste  suivant 

68-3.3-  =  4i.i' 

a  la  forme  voulue,  et  le  théorème  subsiste. 

Pour  m  =.  29,  4'«  =  1  16,  les  trois  restes  qu'on  trouve  sotit  cano- 
niques : 

I  16  —  3.  i^  —  I  i3.i-, 

1 16  —  3. 3-  =    89. 1-, 

116-3.5^=   4i.i^ 

Pour  m  =  4i?  4'w  =  164,  on  a  aussi  trois  restes  canoniques 

164  —  3.3^  =  137. 1-, 
164-3.52=  89.  I^ 
164—3.7'=    17.1-, 

plus  un  reste  non  canonique  qui  est 

164  —  3.1^  =  161  =  7.23. 


k 
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Enfin  on  a  également  trois  restes  canoniques  pour 

m  =  89 


et  pour 

m=  101, 

savoir,  d'une  part, 

4- 

89  —  3.1*    =  353. 1-, 

4- 

89-3.5=    =28[.I^ 

4.   89-3.9'^    -ii3..% 
et,  d'autre  part, 

4.101  —  3.1-    =  4oi .  j'^, 

4.  roi  —  3.7^^    =  207. I*, 

4.101  —  3.1  1=  =    4'  -i^- 

Je  me  dispense  d'écrire  les  restes  non  canoniques  et  je  ne  pousserai 
pas  plus  loin  ces  calculs.  On  peut  être  assuré  que  toujours  notre 
théorème  serait  vérifié. 
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SUR  LA  [ORME 

x^  + j2  +  z"  -^  3i^; 

Par  m.    J     LIOL VILLE. 


1.  Étant  donné  un  entier  quelconque  n,  on  demande  une  règle 
simple  pour  calculer  à  priori  le  nombre  N,  ou  N  («),  des  représenta- 
tions de  n  par  la  forme 

jc-  -(-  f^  ^  z^  -h  3/% 
c'est-à-dire  le  nombre  '^(  n)  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

«  =  x-  +  J--  -f-  Z^  H-  3i% 

ou  .r,  j,  z,  t  désignent  des  entiers  indifféremment  positifs,    nuls  ou 
négatifs. 

Comme  les  nombres  jiremiers  2  et  3,  quand  ils  divisent  «,  jouent 
un  rùle  tout  spécial  dans  la  formule  qui  détermine  N(«),  nous  pose- 
rons 

n  =  yf'?>^  m, 

m  étant  un  entier  impair,  non   divisible  par  3,  et  les  exposants  a,   /3 
pouvant  se  réduire  à  zéro. 

Eisenstein  s'est  occupé  en  1 847  [Journal  de  Crelle,  t.  XX.XV,  p.  1 34) 
du  cas  particulier  de  a  =  o,  |S  =^  o,  n  =  ///,  c'est-à-dire  du  cas  parti- 
culier où  l'on  ne  considère  qu'un  (  iricr  impair  non  divisible  par  3. 
La  règle  qu'il  indique  sans  démonstration  pour  trouver  N  [m]  consiste 
à  chercher  l'excès  de  la  somme  des  diviseurs  de  m  compris  dans  la  for- 
mule i2g  rh  I  sur  la  somme  des  diviseurs  de  m  compris  dans  la  for- 
mule 12g  ±5  :  on  en  conclut  la  valeur  de  N(/w)  en  midtipliant 
l'excès  dont  il  s'agit  (et  qui  est  tantôt  positif,  tantôt  négatif)  par  les 

Tome  vin  (2*  série).  —  Avril  i863.  I  '-\ 
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facteurs  mmiériques  respectifs 

6,      —  la,      —  a,     4 
siiiNanl  cjiie  ///  est  de  lime  des  (|n;ili-e  (oiiik's  liuénifes 

I  2  X  -H  I  ,       I  2  A  -h  5,       ll/\   —  ^,       1 1>,  A  —  I , 

dans  Jesqiielles  sont   eonlemis  tous  les  entiers  impairs  uou  divisibles 
par  3. 

Décomposons  m  eu  deux  lacteurs  d,  â  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles, eu  sorte  que  m  =  r/d*.  En  employant  une  notation  de  Le^eudre, 

on  a 

rf  — I 


quand 
tandis  que 

quand 


3 


(-)■'  m=-. 


d=:   \1g   ±i   5. 


L'excès  de  la  somme  des  diviseurs  d  compris  dans  la  formule  \ig  :^\ 
sur  la  somme  des  diviseurs  d  compris 
prime  donc  par  la  fonction  numérique 


sur  la  somme  des  diviseurs  d  compris  dans  la  formule  12g'  ±:  5  s'ex- 


La  règle  dEisenstein  revient  dès  lors  aux  quatre  équations  ci-après 

pour  m  =  \ik  ->r  i , 

d  —  i 

pour  m  =1  1  2 A ■+  5 , 

d—i 
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pour  m  =  12^:  —  5,  ' 


d  -i 

'd 


enfin,  pour  m  =  1 2A:  —  1 , 


d  —  \ 

d 


N  (m)  =  4  2  (-''.'   '    U)^ 


On  peut  substituer  à  la  fonction 

d  —  \ 

3 


2(-o^  {t)d 


une  autre  fonction  numérique  de  même  valeur  absolue,  mais  qui  a 
l'avantage  d'exprimer  toujours  un  nombre  positif.  Cette  fonction  nou- 
velle est 

On  la  trouve  égale  à 


d  —  i 

d 


quand  m  =  11k  ±  i,  vu  qu'alors  on  a 


d—, 


(-.)'    (5)=(-')^    {1} 


mais  égale   et  de  signe  contraire  quand  m  z=\ik  ±.  5,  attendu  que 
dans  ce  dernier  cas 

(-.)'^(|)=-(-.)'^(f), 

comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer. 

On  peut  donc  poser,  pour  m  =  12A  +  i, 

6  —  I 


N(,„,)  =  62;(-i)  '  [\)d-, 


14. 
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pour  m  =  12A  +  5, 


s  —  I 


pour  m  =  12A  —  5, 


enfin,  poui-  111=  11k  —  1, 

Mai>  je  réui)is  ces  quatre  formules  en  une  seule,  en  écrivanl 


^iin)  = 


^-li)][ 


3ML-     .     (-.1 

OÙ,  pour  abréger,  je  mets  simplement  %^»  au  lieu  de 


!■ 


ïi- 'r' il) ''■ 


2.  I^a  règle  d'Eisensleiii  ne  s'appliquaut  ni  aux  entiers  mipairs 
multiples  de  3,  ni  aux  entiers  j)airs  premiers  à  3,  ni  à  fortiori  aux  en- 
tiers pairs  et  nuiltiples  de  3,  nous  avons  dû  non-seulement  constater 
au  moyen  de  v\Oi  Jonuules  'générales  l'exactitude  de  ses  énoncés,  mais 
aussi  en  chercher  d'autres  pour  les  cas  qu'il  a  omis  et  qui  ont  leurs 
difficultés  propres. 

Qu'il  s'agisse  d'abord  d'un  entier  n  impair,  mais  multiple  de  3,  et 
soit 

jL  =  3^  m, 

l'entier  m  étant  premier  à  3.   Continuons  à  désigner  par  la  simple 
lettre  ^  la  fonction  numériqu-e  de  m  employée  plus  haut.  Nous  au- 


rons 


N(3''m)  =  r 


3''-^'-(-  1; 


2  +   —  1 
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CeJte  formule  convient  même  au  cas  de  |3  =  o  :  elle  redonne  alors  la 
valeur  de  N  [m]  inscrite  à  la  fin  du  n°  1. 

Pour  |3  :=  I ,  et  en  distingu;int  les  quatre  formes  linéaires  dont  m 
est  susceptible  relativement  au  module  12,  on  a  les  équations  spé- 
ciales que  voici  ;  quand  ni  =:  11k  -\-  i, 


quand  m  =  1  2A  -h  5, 


quand  m  =  \-2k  —  5, 


N(3m)  =  io2; 


N(3m)  =  3o2; 
enfin,  quand  ni  =  \2k  —  i, 

N  (3m) -24  2- 
Passons  aux  entiers  n  non  divisibles  par  3,  mais  pairs,  de  façon  que 

n  =  i"^ni^ 

ni  étant  impair  et  premier  à  3.  En  conservant  à  V  sa  signification,  je 
trouve  cette  fois 


N(2"m)  =    3  -  (-T)" 


V  -t-  ■ 


En  prenant  a  =  o,  on  retrouverait  la  valeur  déjà  donnée  de  N  [m). 
En  prenant  «  =  i ,  on  a,  pour  m  =  12A  -h  i. 


pour  m  =  I  2  A  4-  ^, 
pour  m  =  \ik  —  5, 


N(2m)  =  \i^\ 
N  [im)  =  6^; 
N  (2;/i)  =  20  V; 
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potir  m  =  I  2/1  —  I,    • 

N  (2///)  =  10  V. 

Considérons  enfin  un  entier  quelconque  n  mis  sous  la  forme 

//  =  9."  3°  m, 

m  étant  impair  et  premier  à  S.  Pour  avoir 

on  cherchera  encore  la  fonction  de  m  désignée  par  ^^  puis  on  la  mul- 
tiphera  par  le  produit  des  deux  facteurs 


3/3-^'_(_,)«-^/3  (^\^ 


a-f-/3-t-- 


qui  dépendent  à  la  fois  de  m  et  des  exposants»,  |S.  En  d'autres  termes 


(2^^^n)  =  1 3'^-^'  -  (-  if-^^  ('l)j  U^'^'  +  (■ 


m —  1 

a-+-/?H ^ 


Cette  formule  remarquable  est  absolument  générale  et  l'on  peut  y  at- 
tribuer aux  exposants  a,  |3  toutes  les  valeurs  possibles,  même  la  valeur 
zéro. 

5.   On  voit  que  la  fonction  numérique  de  m  marquée  par  la  lettre 


et  définie,  au  moyen  des  facteurs  conjugués  d,  â  de  w,  par  la  somme 
joue  dans  la  valeur  de 


I 
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Je  rôle  le  plus  considérable,  quoique  d'autres  éléments  y  aient  aussi 
de  l'influence. 

En  donnant  avec  Jacobi  une  extension  utile  au  symbole  de  Legendre 
qui  figure  dans  nos  formules,  on  peut  écrire 

et  la  fonction  V  devient 

2(1)"- 

Cette  forme  est  celle  qu'on  doit  préférer  pour  mettre  en  évidence  cer- 
taines analogies;  mais  dans  l'usage  ordinaire  elle  est  moins  commode. 

La  somme  ^  peut  s'exprimer  par  un  produit.  Il  est  aisé  de  s'assurer 

en  effet  que  si  a,  b,...   désignent  les  facteurs  premiers  distincts  de  ///, 
en  sorte  que 

la  valeur  de  V  sera  celle  du  produit  des  facteurs  ci-après 


a  —  I 

u  —  1 


rt'     -f-    (  —    I  )  131^^' 

b^  I 

b 


/.^+(-,)    '      (|U-'+^,-^4-( 


)  '  (i) 

h  -  1 

>           \3> 

^b'-' 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  facteurs 


on   voit  par  là   que   la  valeur  de  ^  est  essentiellement    >  o.    Pour 
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m  =:  I,  5,  ^,  I  I,  1^,  ly,  19,  2'^,  7i>,  etc.,  les  valeurs  respecti\cs  de   V 
sont  i,/|,  (>,  I.;!,  l4^  '^.  ii^,  2J,  21,  etc. 
i.   T^a  torinule  générale  donnée  pom- 

résout  couipléfemenl  la  (jueslion  (]ue  nous  nous  étions  proposée.  Mais 
nous  ajoutions  luie  remarque  utile  en  décomposant  la  valeur  to- 
tale de 

^(2"3^/^) 
en  deux  parties  séparées 

dont  elle  sera  la  somme,  et  cpn  expiimeront  les  nombres  de  solutions 
de  l'équation  indéterminée 

pour  les  deux,  cas  (lis'inds  de  z*  -+-  ')t'^  entier  impair  et  de  z^  -+-  iû 
entier  pair. 

On  a  en  l'ffet  pour  Z'  -\-  3/'-  impair 


N'  (2''ym)  =  2«  ^y^'  -  (-  ir^^  (")  j  ^ 

et  pour  z-  H-  5t'  pair 


N"(2"3^«)  = 


y^'-[-n 


Cf. -h  fi 


•1  -+-(-  Ij 


a -(-/S- 


1s. 


tormules  desquelles  résultent  de  nombreuses  conséquences. 

Je  supprime,  pour  le  moment,  d'autres  remarques  d'une  iniporlatice 
égale,  qui  pourront  trouver  leur  place  ailleurs. 

D.  Nous  avons  déterminé  le  nombre  total 

N(2«3^7^) 


i 
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des  solutions  tant  propres  qu'impropres  de  l'équation 


savon' 


Mais  on  peut  demander  à  part  le  nombre 

M  (2^3^71) 

des  solutions  propres,  c'est-à-dire  des  solutions  pour  lesquelles  aucun 
facteur  >  i  ne  divise  à  la  fois  .r,  j-,  z,  t.  Pour  cela,  considérons  l'en- 
tier m  décomposé  en  facteurs  premiers  sous  la  forme 

m  =  a"  A' . . . , 
puis  formons  le  produit 


n^+H.r'd)."-] 


dont  les  facteurs  successifs  sont 

fl  —  I  /y  —  I 

et  que  je  désignerai  par  la  simple  lettre 

n 

On  passera  de  la  valeur  de  N(2"3'^///)  à  celle  de  M  (2°'3'^//2)  en  rem- 
plaçant d'abord  "V  par  TT»  mais  de  plus,  si  |S  est  >  i ,  en  remplaçant 
le  facteur 

par 

Tome  VIII  (2«  série ^  -  Avril  i8G3.  i5 
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et,  si  a:  est  >  i 

,  le  facteur 

m  —  1 

.,1       ,'3      1 

.--■+(-,) 

par 

S.a"-". 

Cette  règle  s'accorde  avec  celle  qu'Eisenstein  a  donnée  pour  le  cas 
particulier  de  a  =  o,  |S  =  o,  le  seul  dont  il  se  soit  occupé  :  il  suffit  alors 

de  changer   ^  en  11- 

Je  remarquerai  en  terminant  que  si  l'on  représente  le  produit   FI 

par  P  (m)  et  la  sonuue   V  par  Q(/n),   on  aura 


Q('«)=>"(r.)---"(;) 


D  représentant  les  diviseurs  de  ni  dont  le  carré  D*  divise  aussi  m,  ce 
qui  arrive  toujours  pour  D  =  i  par  exemple. 
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SUR  LA  FORME 
Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


1 .  On  demande  une  formule  simple  pour  calculer  à  priori  le  nombre 
des  représentations  d'un  entier  donné  quelconque  n  par  la  forme 

JC^  -h  J-  -h-  1  Z"^  -\-  2  Zt  -+-  2  t^ , 

c'est-à-dire  le  nombre  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

n=  Jc"^  -+- J- -^  2Z^  -h  2Zt  -\-  2i^, 

où  jc,  J",  z,  t  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou  négatifs. 
Comme  la  formule  désirée  dépend  de  la  manière  dont  les  nombres 
premiers  2  et  3  entrent  dans  la  composition  de  n,  nous  ferons 

n  =:  2   5'  in^ 

m  étant  un  entier  impair  non  divisible  par  3,  et  les  exposants  a,  ]S 
pouvant  se  réduire  à  zéro.  C'est  donc  du  nombre  des  solutions  de 
l'équation 

a"3'''m  =  .r2  H-j2  -h  22-  +  2Zt-\-  2i'' 

qu'il  s'agira  désormais.  En  employant  une  notation  de  Jacobi  [*],  qui 
est  souvent  commode,  nous  désignerons  ce  nombre  par 

piiis  rappelant  ce  que  nous  avons  dit  (dans  l'article  précédent)  au  su- 

\*\    Journal   de  Crelle ,   t.   XII,   p.    lôij  :    De  compositione  namerorum  è  quatuor 
quadratis. 

j5.. 
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jet  (lu  nombre 

des  solutions  que  l'équalion 

2"  y  m  =  ji  -  -H  j-  -h  2-  -H  3  /'- 

comporti'  ((iiaiid  on  exige  que  z^  -+-  [)t'^  soit  uu  entier  [)air,  nous  don- 
nerons en  deux  mots  la  solution  du  problème  ([ui  nous  occupe  a 
présent  :  il  nous  suffira  effectivement  de  poser  récjuation 

.N(ci"3'^m  =  x^'  +  7^  +  2Z-  -4-  2Zt  +  'if')  =  TN"(2"'"3^w)- 
On  a  vu  que 

où  la  simple  lettre 


li-')'  (5)'' 


désigne  la  somme 


relative  aux  diviseurs  conjugués  r/,  â  de  l'entier  m  =  clâ.  En  changeant 
«  en  a  H-  I ,  on  aura  donc  pour 


N"(ci''-^'3^w) 

Cl 


1s. 


cette  valeur 

qui  sera  aussi  la  valeur  de 

N  (2=^3'^»  =  X=^  -f- J^+  2:=»  +    2Zt  +   -2^). 

2.  Si  l'on  se  borne  à  considérer  (comme  Eisenstein  l'a  fait  en  18475 
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dans  le  Journal  de  Crelle,  X.  XXXV,  p.  i34)  des  entiers  iin[jairs  non 
divisibles  par  3,  c'est-à-dire  si  l'on  se  borne  an  cas  très-particnlier 
de  a  =  o,  ]S  =  o,  on  trouvera  ponr 


N  (  m  =  ce-  -h  j-  -h  'iz^  ^  izt  +  if- 


la  valeur  suivante 


^-(-0 


1-' 


de  sorte  que  si  l'on  considère  successivement  les  nombres  m  compris 
dans  les  quatre  formules  linéaires  qui  peuvent  leur  convenir  par  rap- 
port au  module  12,  il  viendra  pour  la  valeur  demandée,  d'abord 


si  //2  =  \2k  -k-  \ ,  puis 
si  in=z  I  2  A -h  5,  mais 
si  m  =  I  2A  —  5,  enfin 


42 


si  /«=  12  A"  —  1  ;  ce  qui  s'accorde  avec  les  énoncés  d'Eisenstein. 

Nous  ne  croyons  pas  utile  d'ajouter  ici  d'autres  cas  spéciaux  ;  l'im- 
portant est  d'avoir  donné  la  formule  générale  et  surtout  d'avoir  bien 
mis  en  évidence  par  l'introduction  de  la  fonction  numérique 

N"(2"3''m) 

le  lien  intime  qui  unit  la  forme 

à  la  forme 

x'^  -h  j^  -h  z'  +  M-. 
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Au  reste 

et 

o.z^  -h  2:7  -J-  oA"^ 

sont  les  deux  formes  (]Uiulrati(]ues  binaires  (l'une  proprement  pri- 
mitive, l'autre  improprement  primitive)  qui  appurlieunent  au  détermi- 
nant —  3;  et  c'est  de  là  que  naît,  on  le  conçoit,  la  liaison  que  nous 
indiquons  entre  nos  deux  formes  quaternaires. 

5.  Eisenstein  a  aussi  donné  (pour  les  entiers  m  impairs  et  non  divi- 
sibles par  3)  l'expression  du  nombre  des  représentations  propres,  par 

la  forme 

oc-  +  J"  -f-  2  r.^  H-  0. zt  +  'iP, 

c'est-à-dire  qu'il  a  doinié  l'expression  du  nombre  des  solutions  que 
l'équation 

comporte  quand  on  exclut  les  valeius  do  x,  j",  z,  t  qui  seraient  divi- 
sibles par  un  facteur  couunun  >  i.  Alors,  au  lieu  de  la  somme  ^» 
il  introduit  le  produit 

n =[«"- i- o"^  (3)  «"-'][*•+(- 0^  (I)  *'- ]■•- 

déjà  considéré  clans  l'article  précédent,  et  qui  se  forme  au  moyen  des 
facteurs  premiers  a,  b,...  de  l'entier  772  =  n'^  1/ . . .  ;  il  laisse  d'ailleurs 
subsister  pour  les  quatre  vaieiu's  de  772  (mod.   12)  les  coefficients  nu- 
mériques 4î  ^1  12,  6  indiqués  plus  baut. 
Mais  s'il  s'agit  d'un  entier  quelconque 


a'>.3 


n  =  a"  3'   /?2, 

on  n'obtiendra  pas  la  valeur  du  nombre  des  représentations  propres 
de  n  par  la  forme 

•^^ -1- JT^  +  2  z*  H-  2  ri  +  2  «^ 
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en  se  contentant  de  changer  ^  en  Tl  clans  l'expression 


i»9 


[^3'^-^'+(-.r^^  (ly 


-(-•; 


oc-hp- 


1 


du  nombre   total  des  représentations;   il  tant  de  plus,  si  |S   est  >  i, 
remplacer  le  facteur 

par 

8.3^-', 

et  de  même,  si  «  est  >  i ,  il  faudra  remplacer  le  facteur 


par 


-(-■: 
3.2"-' 


a-)-/5-t-- 


Ce  n'est  que  quand  on  a  à  la  fois  |3  <  2  et  a  <  2  (par  exemple  a  =  o, 
j3  =  o)  que  le  changement  de  ^  en  JJ  suffit. 
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SUR  LA   FORME 

X-  +  J'  4-  z-  +  zt  H-  t'  ; 

Pau  m.  J.  LIOIIVILLE 


1.  Nous  sortons  de  la  terminologie  précise  de  Ganss  tu  donnant  le 
nom  de  forme  à  l'expression 


X-  -h  /^  +  z'  -h  zt  -h  r, 

puisque  le  rectangle  zt  n'y  a  pas  un  cocfficienl  pair;  mais  il  est  bon 
quelquefois  d'admettre  des  coefficients  impairs.  Quoi  qu'il  en  soit, 
on  demande  une  formule  simple  pour  calculer  à  priori  le  nombre 
des  représentations  d'un  entier  quelconque  fi  par  l'expression  indiquée 

•^'-1-  7^  -H  S^  +  2^  +  i'\ 

c'est-à-du'c  le  nombre 

N  (//  =  x^  -\-  j^  -h  z^  -\-  zt^  t'^) 
des  solutions  de  l'équation 

n  =  X-  4-  JT"  H-  ^'^  4-  zt  -h  /-, 

où  .r,  j\,  z,  t  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou  négatifs. 
Or  nous  jîouvons  répondre  tout  de  suite  à  la  question  proposée  en 
nous  en  référant  à  ce  qui  a  été  dit  dans  l'article  précédent  concernant 
la  forme 

.r'-'  +  j-^  H-  2  7?-  '\-  izt  +  nt- . 

On  s'assure  aisément  en  effet  que  la  valeur  de 

N  [n  =  x'  +  j2  -f-  'J  ^  zt-v  e) 


et  celle  de 
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1S  {2n  =  jc^  -h  j^  -h  1  z'^  -h  o.zt  -\-  it'^) 


lai 


sont  égales  entre  elles. 
Si  donc  on  pose 


W  =  2"3^W, 


ni  désignant  nn  entier  impair  non  divisible  par  3,  et  les  exposants  a,  /3 
pouvant  se  réduire  à  zéro,  on  trouvera  (en  se  servant  des  résultats  et 
des  notations  de  l'article  cité)  la  valeur  suivante 


,       m-l-^ 

ï]  J 


pour  le  nombre  cherché 

N  ('2"3^/w  ^x-'-^-j^'^z'  +  zt-^f). 
2.   Dans  le  cas  particulier  de  a  =  o,  jS  =  o,  c'est-à-dire  pour 

N(m  =  jc^  +  j^  H-  z^  H-  zi  H-  t^), 
cette  valeur  se  réduit  à 


[- 


savou',  a 


quand  m  =  \2k  -\-  i,  mais  à 
quand  m  =  12  A -i-  5,  et  à 
quand  m  =  \ik  —  5,  enfin  à 


m —  1 

.4  +  (- 

■)  '  J 

.02 

20  ^ 

0  2 

1 1 


quand  m  =  12A:  —  1 . 

lome  Vlll  (i*  série).  —  A¥Rii.  iiS(J3. 


16 
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Pour  a  =  o,  |S  =  I ,  c'est-à-dire  pour 

N  (3/«  =  .ï'""*  4-  j-  -h  z^  -h  zt  H-  t'-), 
ce  serait 


savoir, 

si  ///  ^  I  aA"  -+-  1,  mais 
si  m  =  12A  H-  5,  ou 
si  m  =  iik  —  >,  entin 


[m—  \ 

:5o2 

■M  2 


2: 


si  m  =  1  2  A"  —  ( . 

Soit  en  dernier  lieu  a  =  i,  jS  =  o,  de  façon  qu'on  demande  la  va- 
leur de 

N  (  2  m  =  .t'-  h-  j^  h-  z-  +  z^  -h  t'  ). 


Cette  valeur  sera 


savoir, 


quand  m=  12k  -h  i,  mais 
quand  m  =  12k  -+-  5,  et 
quand  m  =  12A:  —  5,  enfin 
quand  //i  =  12A:  —  i. 


.8  2 
36  2 

■«2 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ï23 

5.   Veut-on  maintenant  le  nombre  des  représentations  propres  de 


a  0/3 

►    y  m 


par  la  forme  qui  nous  occupe 

jc^  -+-  y^-h  z^  -^-  zt  +  t-  ? 

U  faudra,  comme  dans  les  deux  articles  précédents,  former  le  produit 

n=k+(-')'^(l)-'-][*"+(-.)^(|)*'-'j---' 

au  moyen  des  facteurs  premiers  a,  b^...  de  l'entier 
puis,  considérant  l'expression 


3.'^  +  '_(_,)«+'^r^       [2=^  +  ^4.  (_,) 


du  nombre  total  des  représentations,  on  y  changera  d'abord 


en 


m 


par 


n 

ais  en  outre,  si  /3  est  >  1,  on  y  remplacera  le  facteur 


et,  si  a  est  >  i,  le  facteur 


2'-^+(-l) 


a-4-/3- 


)ar 


.1    : 


l'expression  transformée  sera  celle  qu'on  cherche. 


16. 
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SUR  l.A  FORME 
Par   m     .1     IJOllVIIXl] 


1.    La   détermiiiHlion   du   nombre  des  représentations   d'un  entier 
donné  n  pur  la  (orme 

.,■2  -^  y^  _|_  2z'^  ~h  6t.-, 

ou,  autrement  dit,  la  détermination  du  nombre 

^{n  =  jc^-hf'  -f-  2z^-h6f') 

des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

n  =  .r^  +  J^  -+-  2Z-  H-  6<^, 

se  rattache  à  ce  que  nous  avons  donné  plus  haut  concernant  la  forme 

jr'  H-  j^  -h  z^  +  3<^ 

Nous  continuerons  ici  à  désigner  par  N  {n)  le  nombre  des  représenta- 
tions de  n  par  cette  dernière  forme,  c'est-à-dire  que  nous  écrirons 
simplement 

au  lieu  de 

N{n  =  x^  -h^-h  z'  +  3t^:. 

Nous  continuerons  aussi  à  poser 

m  désignant  un  entier  impair  non  divisible  par  3,  et  les  exposants  a, 
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/3  pouvant  se  réduire  à  zéro.  Enfin  nous  rappellerons  que 


13' 


ou  l'on  désigne  abréviativement  par 

1 


(-0 


a  -f-/ï-(-  ■ 


la  somme 


K-') 


d, 


relative  aux   groupes  de  diviseurs  conjugués  d,  â  du  nombre  entier 

m  =z  dâ. 

2.  Gela  étant,  je  remarque  d'abord  que  le  problème  proposé  pour 
la  forme  actuelle 

n'offre  aucune  difficulté  quand  il  s'agit  d'un  entier  ?i  pair,  il  est  aisé 
en  effet  de  prouver  que,  si  a  est  >  o,  on  a 

N(2"3^m  =  jr'^  +  72  +  2Z=H-6i^)  =N(2"-'3'^m); 

partant  la  valeur  de 

N  (2''  3^^/71  =  .r-  -4- j2  _^  2 z-  -h  61'') 

est  alors  égale  à 


r3'^+'+(_,)-+/^(^iy 


>:'-(~i) 


K-(-/5-+-- 


Mais  pour  a  =  o,  il  faut  une  autre  formule. 

5.   On  pourrait  ici  distinguer   deux  cas,   suivant  que   l'entier  un- 
pair  3'^  m  est  de  la  forme  4^  4-  i  ou  de  la  forme  l^g  -h  3. 


12b  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

P(nir  y"  m  =  u\g  -h  i ,  je  Irouve 

N  [y  m  =  Jc-  -{-)■■  -+-  -^  -•'  -I-  ^^f-)  =  ^  N  (2..V//O, 
tandis  que,  pour  'yin  =  f\^  -h  .\,  il  \iont 

N  [y m  =  x-~hy-  -+-  7.Z-  --h  G^-)  =  ^  N  {'i.Vm). 

Mais  on  réunira  ces  deux  cas  en  un  seul,  en  prenant  pour  diviseur  de 
l'umté  dans  le  second  tnend)re,  non  plus  3  ou  ^,  mais 


4-(-i) 


Kn  un  mot  la  valeur  i^énérale  de 


est  le  (juotieni  de 
c'est-à-dire  de 


N  (2.3^/2), 


4-(-.; 


1s. 


par 


4-(-0 


Il  V  a  donc  simplification,  puisque  le  dénominateur  n'est  autre  chose 
qu'un  des  facteurs  mis  en  évidence  au  numérateur.  De  là  résulte  cette 
formule  définitive,  propre  à  tous  les  cas  et  digne  d'attention  : 

N  (3^n  =  x-^  -rr  +  ^^'^  +  6<-^)  =  [3''^-"'  +  (-  1/  (I)]  2- 

En   prenant  |3  =  o    et   distinguant   les    deux    formes   possibles  de 
m  (mod.  6),  on  a  en  particulier 

N  (  w  =  x'^  +  j^  4-  2  z-  -(-  6  ^-  )  =  4  2 
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N  {m  =  .r-  -\-r-  +  2:;'-^  +  6t'-)  =  2  ^ 


si  m  =  6/  —  I . 


4.  Maintenant  occupons-nous  des  représentations  propres.  Pour 
obtenir  le  nombre  de  ces  représentations,  il  faudra  au  lieu  de  la 
somme 


employer  le  produit 
défini  par  l'équation 


1 

n 


n =[«'+(-•)"'' (5)  «^-']  [*' -H  (->r'(|)*'- 

où  a,  b,,..  sont  les  facteurs  premiers  de  m  =  a" h" ...',  mais  il  y  a  plu- 
sieurs cas  à  distinguer. 

S'il   s'agit  iWiu  entier  impair  m,  premier  à  3,  le  nombre  cherché 
s'exprimera  pai- 

['-mu- 

mais  pour  le  triple  d'un  tel  entier,  on  devra  prendre 

[9-(j)]n- 

Enfin  s'U  s'agit  d'un  multiple  impair  de  9,  Y  ni  avec  |S  >  r,  ce  sera 

8.3'--' 11. 

Passons   aux    entiers   iu^pairement   pairs    2. 3^ m.    L  expression   du 
nombre  demandé  sera 


[3^*' -(-0^  (?)][-  +  (-'/ 


in 
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jHim-  jS  =  o  et  pour  |S  =  i ,  mais 

[)oiir  |3  >  I . 

Pour  les  multiples  de  4»  "^J"  ^'^'  ^i  4-3'"'//,  ce  sera 


[3^* '  +  (-0^(1)]  [3 -(-■!■ 

si  l'ou  a  jS  =  o  ou  |3  =  I ,  mais 

•i«-'[3-(-,j 


1li 


8. 


1n 


si  /3  est  >  I . 

Enfin,  pour  les  multiples  de  8,  1"  y  m  a\ec  a  >  2,  je   trouve  potu 
la  valeur  du  nombre  cherclié  : 

3.2''--[3^^'4-(-.)«-"^(f)]n 

si  l'exposant  |3  =  o  ou  =  i ,  mais 
si  l'on  a  |3  >  I. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  129 


SUR   LA  FORME 

jo'^  -4-  2j-  -t-  iz^  -h  3t'-  ; 

Par  m.  J.  LIOIJ ville. 


i.   La   détermination   du  nombre  des  représentations   d'un  entier 
donné  n  par  la  forme 

jc^  ■+•  2 y-  H-  2  z'^  -f-  3 1'^, 

c'est-à-dire  du  nombre  des  solutions  de  l'équation 

n  =  .r^  H-  2  J^  H-  2  z^  -h  3  ^- , 

se  rattache    aussi  aux   questions  traitées  ci-dessus.   Il  faut,  cette  fois 
encore,  poser 

n  =  i'^?>^  m, 

m  étant  un  entier  impair  non  divisible  par  3  et  les  exposants  a,  ]S  pou- 
vant se  réduire  à  zéro  ;  après  quoi  on  forme  la  fonction  numérique 

relative  aux  diviseurs  conjugués  d^  &  de  l'entier 

m  =  dâ. 
La  recherche  du  nombre 

des  sohitions  de  l'équation 

2"  3'^m  =  x'  -h  27'  -h  2z''  H-  3^-      . 

Toma  Vm  (a*  série). —  Avril  1 863  '/ 
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ilépeiul  en  eiltM  surtout  de  la  fonction 


K-o'  (-3)'' 

(|ue  nous  désignons  par  la  simple  lettre 

V. 

2.   Quand  on  a  a  =  o,  c'est-à-dire  quand  il  s'agit  d'un  entier  impair 

je  trouve  que 

NiS^w  =  .z-  -+-  -^-r'  -h  iz'  +  3<^)  =  I  3'^'  -  (-  xf  (^')  I  2- 

En  particulier  si  Ton  prend  |3  =  o  et  si  l'on  ne  considère  que  les 
entiers  impairs  premiers  à  3,  lesquels  sont  susceptibles,  relativement 
au  module  6,  des  deux  formes  distinctes 


6/-hi 
6/-  I, 

N  (  m  =  j:'-  -h  -ly'^  +  a  z'-^  +  3  <^  )  =:  2  V 
m  =  6  /  H-  I , 

N  [m  —  x^  -h  iy'^  +  2Z-+  3^-)  =  4  2 
/n  =  6  /  —  I . 
S'il  s'agit  d'un  entier  pair,  2°'3^m  avec  a  >  o,  la  valeur  de 

N  (2"3^/W  =  X^  H-  2J-  +  iZ^  -f-  3z^) 


ou 


on  a 


quand 


mais 


quand 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  i3t 

est 


3/^+'  _  (_  ly-^i^  (-\ 


W'  +  {-,) 


m —  I 

«  -H  /3  H 


On  voit  donc  que  les  deux  cas  de  a  =  o  et  de  a  >  o  sont  absolument 
distincts. 

5.  Donnons  maintenant  le  nombre  des  solutions  propres  de  l'é- 
quation 

2"- 3^72  =  ^^  +  2  1-2  +   2Z'  +  3«-, 

et  à  cet  effet  introduisons,  comme  dans  les  articles  précédents,  au  lieu 
de  la  somme 


le  produit 

n=[«"+(-,p(i)--][*-+(-.)'^(:)*'-]- 

qu'on  forme  à  l'aide  de  la  décomposition  en  facteurs  premiers  de  l'en- 
tier 

m  =  rt"  è\  . .  ; 

il  fandra  considérer  successivement  les  entiers  impairs,  les  entiers 
impairement  pairs,  les  multiples  de  4  non  divisibles  par  8,  et  enfin 
les  multiples  de  8. 

S'il  s'agit  d'un  entier  impair  /w,  non  divisible  par  3,  le  nombre  de- 
mandé s'exprimera  par 

c'est-à-dire  par 

si 

in  =  Gl  -r-  1  , 

17.. 


i32  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

mais  par 

4n 

si  m  =  61  —  I . 

Pour  un  multiple  impair  de  3,  non  de  9,  comme  3m,  il  faut  prendre 

et  enfin  s'il  s'agit  d'un  multiple  impair  de  9,  '^^m  avec  |S  >  1 ,  ce  sera 

8.3^-' n. 

Passons    aux   entiers   impairement   pairs  i.y^m.   L'expression    du 
nombre  cherché  sera 


si  |3  :=  o,  mais 


[^-(?): 


2  —  I,—  1) 


% 


SI 


i  |3  =  I,  enfin 


[,_(.)]U(_.,^] 


II 


;.3^-'[ 


1n 


si  l'on  a  /3  >  I. 

Pour  les  multiples  de  4»  "OU  de  8,  l[.'5^m,  on  aura,  si  jS  =  o,  l'ex- 
pression suivante  : 

r  "' — '1 

[3-(|)][3+(-,— Jn> 

mais,  si  |3  =  I ,  celle-ci 


3-( 


n>  —  ri 


enfin,  si  |3  est  >  i,  ce  sera 
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En  dernier  lieu  viennent  les  multiples  de  8,  représentés  pai-  i"  ^/m 
avec  a  >  2.  Pour  ceux-là,  suivant  que  l'on  a  |S  =  o,  ou  /5  =  i ,  ou 
enfin  j3  >  i,  l'expression  du  nombre  cherché  est 


ou  b 


len 


ou 


enfin 
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SUR  LA  FORME 
l»AR   M    J.   LIOIIVILLE. 


I.   La  détermination  du  nombre 

de^  leprésentalioiis  d  un  entiei*  donné  rij  par  la  foiine 

n'offrira  aucune  difficulté  à  ceux  qui  se  serviront  de  ce  que  nous  ve- 
nons de  dire  concernant  les  deux  formes 

et 

JC'-  ■+-  2 y-   H-   2Z-  -h  3t\ 

En  effet,  on  voit  sans  peine  que,  quand  n  est  impair, 

N  {n  =  jc^  ■+■  2j^  -h  4z^  +  6/.-) 
est  précisément  la  moitié  de 

N  [n  =  JC-  -h  f^  -h  iz^  +  6<-); 
tandis  que  quand  n  est  un  entier  pair  2^, 

N  {n  —  jc'^  -+-  2  j^  -h  l\z^  +  6t^) 
est  égal  à 

N  (7  =X^  H--  2J-  -i-  2Z^  +  3«*). 

2.  D'après  cela,  posons  généralement  n  =  a^û'  m,  m  étant  un  en- 
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tier  impair,  non  divisible  par  3,  et  les  exposants  a,  ]S  pouvant  se  ré- 
duire à  zéro.  Soit  en  outre 

N  {n  =  jc^  -+-  if-  4-  4z-  H-  6^-)  =  C  (a,  jS,  m)  ^i 


^  (comme  plus  tard  TT  |  conservant  la  même  signification  que  dans 

les  articles  précédents,  et  C(a,  |3,  m)  désignant  un  coefficient  fonc- 
tion de  a,  |S  et  de  m,  ou  plutôt  de  m  (mod.  3),  dont  il  s'agit  d'écrire 
la  valeur.  Nous  y  réussiions  sans  peine,  au  moyen  des  propositions 
énoncées  plus  haut,  en  distinguant  les  trois  cas  de  a  =  o,  a  =  i ,  a  >  i. 
On  a 

C(o,|3,m)  =  i[3^ 

puis 

C(i,/3, /«)  =  3''^ 


-■)^(f)} 


-(-1 


enfin,  pour  a  >  i , 


—  (—  1 


Ces  formules  résolvent  complètement  la  question  proposée.  Je  n'ai 
pas  besoin  de  rappeler  que  ( -^  |  =  î  ou  —  i  suivant  que  m  =  6/-+-  i 
ou  6  /  —  I . 

5.  Ajoutons  quelques  mots  relativement  au  nombre  des  représen- 
tations propres  de  l'entier  donné  l'^yni  par  la  forme  qui  nous  oc- 
cupe, c'est-à-dire  relativement  au  nombre  des  solutions  de  l'équation 

l'^'i^m  =  x'^  H-  if-  -^  l\z-  -h  Çit- 

pour  lesquelles  aucun  facteur  commun  >  i  ne  divise  à  la  fois  x,  j^  z,  t. 
D'abord,  si  l'on  n'excluait  que  les  solutions  pour  lesquelles  j:-,  ^-, 
z,  t  ont  avec  m   un  diviseur  commun  >  i ,  le  nombre  des  solutions 
restantes  serait 

c(«, /3,/«)n, 
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ex|3ression  qui  résulte  tlu  seul  changemcMït  de 

2 

en 

II 

dans  la  formule  (jui  donne  le  nombre  tolai  des  sohitions  tant  propres 
qu'impropres.  Mais  il  faut  aussi  exclure  les  sohitions  pour  lesquelles 
.r,  j,  z.  t  ont  le  facteur  commun  ■?.  ou  le  facteur  commun  3;  et  pour 
cela  on  doit  modifier  le  coefticient  C  (a,  j3,  m),  sauf  pourtant  dans 
le  cas  où  on  aurait  à  la  fois  a  <  2  et  |3  <  2. 

Si  l'on  a  a  >  i,  mais  /3  <  2,  on  remplacera  C  (a,  ]S,  m)  par 

C  (a,  ]3,  m)  —  C  (a  —  y.,  |3,  m). 

Si  l  on  a  a  <  5!,  mais  /3  >  i ,  on  remplacera  Cl  (  a,  |S,  m)  par 

C(a,  |3,  m)  —  C  (a,  j3  —  2,  m). 

Enfin   si  1  on    a   en   même   temps  a  >  1    et    /5  >  i ,    on   remplacera 
C  (a,  |3,  m)  par 


C  (a,  /3.  m)  —  C(a—  2,  p,  m)  —  C(a,  |S  —  2,  m)  +  C(a  —  2,  /3  —  2, 


m 


Tout  ceci  dérive   de  principes  généraux  connus,  et  je  n'insisterai 
pas  davantage  sur  ce  sujet. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  137 

VV\tVV\V\\W    VVVVVVVVVVV  A'%'-V\VV^VVVVVVVVVVVV  A*VVV*'VV\A'VVVVVVVVVVVVVV\*VV\VVVVVV\'V»  VVV    V\  W^VWVWW^^VXWViA^VWVWWWW 

THÉORÈME 

CONCERNANT 

LES  NOMBRES  PREMIERS  CONTENUS  DANS  UNE  QUELCONQUE  DES 
TROIS  FORMES  LINÉAIRES  i68/r  +  43,   168/.  +  67,  i68/r+i63; 

Par  m.  J.  LIOIJVILLE 


Soit  m  un  nombre  premier  contenu  dans  une  quelconque  des  trois 
formes  linéaires 

168^+43,     iC8/(  +  67.     i68/t  +  i63, 

où  Ion  remarquera  (jue 

168=8.7.3. 

Il   est   clair  que  m  est  congru  à  3  (mod.  8),  résidu  quadratique  de  7 
et  résidu  quadratique  de  3. 

Le  théorème  que  je  veux  communiquer  ici  consiste  en  ce  que  pour 
chacun  des  nombres  premiers  m  dont  il  vient  d'être  question,  l'on 
peut  [)oser  au  moins  une  fois  (et  toujours  un  nombre  impair  de  fois) 
l'équation  suivante  : 

m  =  9.]  .T^  4-  2/3'*'"^'  j--, 

X,   Y  étant  des  entiers  impairs,  et  p   un  nombre  premier  qui  ne  di- 
vise pas  jr. 

En  d'autres  termes,  si  d'un  nombre  premier  donné  m,  contenu  dans 
une  quelconque  des  trois  formes  linéaires 

i68/t  +  43,     ]68A:4-67,     i68A"-f-i63, 

on  retranche,  tant  que  faire  se  peut,  les  entiers  forn^ant  la  suite 

21.1^,   21.3^,   21.5^,   21.7-,..., 

il    y  aura  un  nombre  impair  de  restes  susceptibles  d'être  mis  sous  la 

Tome  VIII  (2*  série;.  —  Mai  i863.  l8 
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■j.{)*'^'  y 


y  étant  un  eiitior  (^naturolloinenl  impair)  et  \)  un  nombir  prenner,  non 
diviseur  (lo  j.  On  admet,  connue  d'ordinaire,  la  valeur  /  =  <>. 

Nous  n'imposons  à  priori  aucune  eonditiou  an  nombre  piniiner /;; 
mais  d'après  ce  qu'on  a  dit  ^\\  n()nd)re  m  aiupiel  se  rapporte  l'écpia- 
tion 

m  =  i.  I  .-r-  -f-  2/?*'"*"' j-, 

il  est  clair  que  l'on  aura  ^  z.  3  (mod.  4)i  P  l'ésidu  quadratique  de  7,  p 
non  résidu  quadratique  de  !3.  Donc  p  ne  peut  apparteinr  qu'à  une  des 
formes  linéaires 

S^g^-hii,     8/,g:  +  23,     84g^-h7i; 

et  on  va  voir,  en  etïet,  les  nombres  premiers  11,  23,  71,  etc.,  bi^Mirer 
comme  valeurs  de  /;  tians  les  exemples  numériques  ci-après. 

Les  nombres  premiers  les  plus  petits  que  fournissent  [xxir  ///  les 
trois  formes  linéaires 


sont 


168^  +  43,      168A-H67,      i68A:  +  i63 
43,  67,    i63,  211,  33i,   379,  499,   ,'")47,   571,   739,  etc. 


Voyons  comment  notre  théorème  se  vérifie  sur  chacun  d  eux. 
Pour  m  =i  43,  on  a  l'équation  canonique 

43  =  21. i^  +  2.1 1 . 1 " ; 

pour  m  =  67  et  pour  m^  i63,  on  a  semblablement 

67  =  21  .  1"  -f-  2.2,3.  I*, 

1 63  =  2 1 .  i"-^  -h  2 . 7 1 . 1 - . 
Pour  m  =  21 1,  on  a  deux  restes;  d'abord 

211  —  21.1^=  '90=  2.5.19, 


)U1S 
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ce  qui  ne  donne  pas  une  équation  canonique,  mais  ensuite 

211  —  21 .3^  =  -2.  I  I  .  i^, 

'{'où  l'équation  canonique 

ai  I  =  21 .3^  -h  2. 1  1 .  1^. 

Pour  cliacun  des  trois  nombres  premiers 

33  r,   379,   499, 

on  a  de  même  deux  restes,  dont  un  seul  est  canonique.  Ainsi,  pour 

m  =  33i, 
il  vient  d'abord 

33 1  —  ai.i^=  3io  =  2.5.3i, 
mais  ensuite 

33 1  —  2^  .3^  =  2.71.1-. 
Pour 

m  =  379, 
on  a,  d'une  part 

379  —  21.1=*^  2.179.1% 
et  d'autre  part 

379 — 21 .3^  =  190  =:  2.5. 19. 
Enfin,  pour 

m  =  499, 
les  restes  sont 

499—21.1^  =  2.239.1^ 
et 

499  —  21,3'  =  3io  =  2.5.3i. 

Notre  théorème  se  vérifie  également  pour  les  nombres  premiers 

547,  571,   739; 

pour  ceux-là  il  y  a  trois  restes,  tous  les  trois  canoniques. 
Pour 

m  =  547, 

i8.. 
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ces  rt^stes  sont 

547  —  2J .  I*  =  2.263.  i", 


pins 
enfin 

Pour 
il  vient 
puis 
enfin 


547  —  21 .3^*  =:  a.  179. 1  -, 
547  —  21 .5-  =  2. 1  I .  i*. 

m.=  571, 
.')7i  —  21 .  i^  =  -2. 1 1 .5-, 

571    —  2  1.3"^  =  2  .  I()  I  .  I  ^  , 
571   —   '2  T.  5^  =::   2.23.1". 


En  dernier  lieu,  soit 

/7i  =  7  3()  ; 
on  a 

739  —  21.1*  =  2.359.  i^, 
puis 

739  —  21 .3^  =  2. 1 1 .5-, 
enfin 

739  —   -2  1.5^  :=  2.  107.  l"-. 

Je  ne  pense  pas  qu'il  soit  utile  de  pousser  plus  loin  ces  calculs; 
mais  si  loin  qu'on  veuille  aller,  notre  théorème  ne  peut  manquei 
d'être  confirmé. 
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SUR  LA  FORME 
Par  m.  J    LIOl  ville. 


l.   On  demande  le  nombre  N  des  représentations  d'un  entier  donne 
quelconque  a?,  par  la  forme 

.r-  +  jcr  ■+-  j-  -h  z-  -i-  zt  -h  t'^, 

c'est-à  dire  le  nombre  N  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

ïi  =  a-^  -H  .xj  +  y-  -h  z-  -+-  zt  H-  i-, 

où  x^  j^  z,  t  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou  négatifs. 
Comme  le  facteur  3,  quand  il  divise  n^  joue  un  rôle  à  part  dans  !a 
solution  de  la  question  proposée,  je  ferai 

n  =  3°^^, 

q  étant  un  entier  pair  ou  impair,  mais  premier  à  3;  et  je  dirai  d'a- 
bord que  la  valeur  de  n  ne  dépend  pas  de  l'exposant  a,  en  sorte 
qu'elle  est  la  même  que  si  l'on  avait  snnplement  Ji=^q.  Elle  ne  dé- 
pend, en  effet,  que  de  la  somme  des  diviseurs  de  ^,  somme  que  nous 
représenterons  à  notre  ordinaire  par  Ç,  (^),  et  l'on  a 

N  =  i2Ç,(^). 

Ainsi,  pour  72  =  1,   on   a   les  douze  représentations  qui   répondent 
aux  valeurs  suivantes  de  jc,  j-^  z,  t  : 


JC=  J, 

j  =  o, 

z  =  o, 

t  =  o. 

X  =  o, 

J=I, 

z  =  o, 

t=iO, 

'  I 
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•  >  =  (1. 

j  =  o, 

r  =  o,          / 

=   1  , 

.r  =  o, 

j  =  o, 

Z=  1,             / 

=  (), 

.r=—  1, 

j  =  o, 

z  =  o,          / 

=  o, 

.1-  =  o. 

I  =  -  '. 

s  =;  o,           / 

=  o, 

'.r  =  o, 

j  =  o. 

:.=—(,      i 

'  =  O, 

.i'  =  o. 

J  -=  <», 

z  =  o, 

r  =—  1 

a-  =  1 , 

.;■  =  -•' 

r.  =  o, 

(,  =  o, 

.!(■=—     1  , 

.r  =  '  ' 

X.  =  o, 

t  =  o. 

.r  =  o. 

j  =  ", 

Z=  I, 

'  =  —  1 

.r  =  o, 

J^O, 

Z  =  -    I, 

^=  i; 

t't  pom 

n  = 

3% 

oi)  aiiriit  (le  inérnc 

n  = 

1 1. 

Pour 

r/  = 

5oo 

et  pour 

n  =  ^ 

" . DOO, 

ce  qui  K  pond  toujours 

à 

JES 


connue 
il  viendra 
partant 


7  =  5oo  =  2^  5', 
Ç,  (.5oo)  =  7.i56  =  1092, 
N  = 12.1092, 

ÎS  =  i3io4- 


*I.  Nous  venons  de  déterminer  le  nombre  total  N  des  solutions  tant 
propres  qu'impropres  de  l'équation 

n  =  .r-  -h  xj  -h  j'^  -h  z^  -h  zt  -h  i\ 
Mais  on  pourrait  aussi  désirer  d'avoir  à  part  le  nombre  M  des  solu- 
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tioMS  propres,  pour  lesquelles  aucun  facteur  >  i  ue  divise  à  la  lois  .x. 
y,  z,  t.  Or  il  n'y  a  jamais  de  telles  solutions  quand  n  est  divisible 
par  9,  vu  qu'alors  tous  les  entiers  jc,  j,  z,  t  sont  divisibles  néces- 
sairement par  le  facteur  commun  3,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assu- 
rer. Si  donc  on  pos*^,  comme  ci-dessus, 

q  étant  un  entier  prenner  à  3,  on  aura 

toutes  les  fois  que  l'exposant  a  sera  >  1. 

Restent  les  valeurs  a  =  o,  a  =  r,  fl'où  les  entiers 

n  =  q,      fi  =  3ry, 

pour  lesquelles  la  valeur  de  M  sera  la  même.  Voici  de  quelle  fonction 
numérique  de  7,  M  dépend  alors.  Soient  a,  h,...^  les  facteurs  premiers 
de  q,  en  sorte  que 

q  =  a''b\.,, 
et  posons 

Z,{q)  =  [a''  +  a'-')(b'  -\-  b'-')  ...■ 

nous  aurons,  dans  les  conditions  indiquées, 

M  =  i2Z,  (7). 
On  reconnaît  dans  la  fonction 

une  ionction   numérique  déjà  employée  par  nous,   et  antérieurement 
employée  aussi  par  Eisenstein  à  l'occasion   du  nombre  des  représen- 
tations propres  d'un  entier  impair  par  une  somme  de  quatre  carrés. 
Ici  l'entier  q,  qui  figure  dans 
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est  |)iomier  à  ^,  mais  indifTéiviinneiit  pair  <»ii  impair,  et  (jiiaiid  il  est 
pair  le  lacteiir  •>!  est  lompns  dans  les  l'acttiirs  c/,  />,...,  ilont  il  a  été 
»pu>sti()ii  plus  liant.  Soit,  par  exemple, 

(j  =  ;'>()o  =  ■>.-.  5^, 
on  aura 

/,  [(j)  —  [^-  -h  2)  (;>'  H-  ■)'■')  =  900; 

et  par  suite  le  iiomhre  M  des  représentations  propres  de  eliacun  des 
deuK  entiers 

DOO,     I  5()0 

par  la  toinif 

.T-  ■+  .r>-  ^-  j^  H-  2*  +  z^  -h  t- 

sera  égal  an  produit 

I  -i.  .()00, 

e  est-a-dire  eg[al  a 

10800. 
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NOUYELLE   THÉORIE   DES  DIAMÈTRES^ 

Par  m.   F.  LUCAS, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées  à  Nice. 


I 


§  jei    _  Poifits  centraux  d'un  système  de  points  en  Ligne  droite. 

1 ,   Des  points  centraux  d'un  système  de  points  en  ligne  droite.   — 
Considérons  sur  une  droite  un  système  de  points  fixes 

Aj,   A 2,...,   A^, 

et  un  point  mobile  V.  Le  produit  de  segments 

VA,  X  VA.x.-.x  VA^, 

varie,  quand  V  se  déplace,  et  devient  maximum  pour  certaines  posi- 
tions du  point  mobile.  Nous  appellerons  ces  positions  les  points  cen- 
traux du  système  proposé. 

Prenons  sur  la  droite  une  origine  d'abscisses  O  et  désignons  par 

rt,,     «2,...,      Hp 

les  abscisses  des  points  donnés;  par  x  l'abscisse  du  point  mobile  V. 
Nous  aurons  évidemment 

A,V  X  A2V  X...X  A^V  =  [x  —  a^){x  —  a^)...{x  —  a^,)  —  f{x), 

f  [x)  désignant  une  fonction  algébrique  entière,  du  degré  p,  qui 
s'annule  pour  les  valeurs  «,,  ^2,...,  ap  de  la  variable  x^  et  dans  la- 
quelle le  terme  en  x^  a  pour  coefficient  l'unité. 

Les  abscisses  des  points  centraux  cherchés  sont  les  racines  de  l'é- 
quation 

/'(x^  =  o, 

Tome  VUl(î«  série  y  —  Mai  1 863.  fQ 
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et  par  conséquent  les  points  centraux  d'un  système  de  /)  points  en 
ligne  droite  forment  un  groupe  de  {p  —  i)  points. 

2.  Cas  où  un  ou  plusieurs  des  points  donnés  vont  à  V infini.  —  Met- 
tant à  part  un  des  points  donnés,  A,,  par  exemple,  nous  poserons 

J'{x)=^[x  -a,)(f[x), 

9(jr)  étant  du  degré  [p  —  \). 
Nous  aurons  alors 

/'(x)  =  (X  -  a,)  9'  (.r)  +  9  [x]  =  (.r  -  a,)  [9'  {x)  +  ^]. 

Par  conséquent,  si  a,   augmente  indéfiniment,   l'équation  y  (x)  =  o 
tendra  à  prendre  la  forme 

{x  —  rt,)(p'(x)  =  o 

et  à  se  décomposer  en  ces  deux  antres 

i  {x  —  a,)  =  o, 

j         (p'{x)  =  o. 
Donc  : 

Si  l'un  des  points  donnés  est  à  l'injini,  il  fait  partie  des  points  cen- 
traux du  système,  et  les  autres  points  centraux  sont  précisément  ceux 
relntijs  au  système  qu'on  obtient  en  supprimant  le  point  à  l'infini 
parmi  les  points  donnés. 

De  même,  si  nous  mettons  à  part  les  points  A,,  Aj,...,  A^,  nous  po- 
serons 

f{x)  =  {x—  a,){x  —  a^)...{x  —  <^^)^j;(a7), 

^{x)  désignant  une  fonction  du  degré  p  —  q,  et  nous  aurons 

f'{x)  =  {x-a,){x-a,)...{x-a,)[^'{x)+'^^^^j^^, 

la  sommation  par  valeurs  entières  se  rapportant  à  l'indice  r. 

Par  conséquent,  lorsque  «,,  a^,...,  a^  augmentent  indéfiniment,  l'é- 
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qiialion  f  (x)  =  o  tend  à  se  décomposer  dans  les  suivantes  : 

^^""^^  et       ']f'{x)  =  o. 

Donc  : 

Si  q  des  points  donnés  sont  à  V infini ,  ils  font  partie  des  points 
centraux  du  système,  et  les  autres  points  centraux  sont  précisément 
ceux  relatifs  au  système  quon  obtient  en  supprimant,  parmi  les  points 
donnés,  les  points  à  V infini. 

3.  Cas  ou  plusieurs  des  points  donnés  coïncident.  —  Supposons 
maintenant  que  les  points  A,,  Aj,...,  A^  coïncident  sans  aller  à  l'infini, 
et  désignons  par  a  leur  abscisse  commune.  Nous  poserons 

f  [x)  =  [x  —  cx.y  o(J^), 
d'où  nous  déduirons 

f'{x)  =  [x  —  ay-^  [q^{^)  ^  [oc  —  &.)  (^'  [x)]\ 

or.  sera  donc  [q  —  i)  fois  racine  de  l'équation 

et  par  conséquent  : 

Si  q  des  points  donnés  coïncident  en  un  seul,  ce  point  appartient 
[q  —  i)fois  aux  points  centraux  du  système. 

4.  Propriété  projectile.  —  Projetons  sur  une  droite  quelconque  de 
l'espace  les  divers  points  de  la  droite  donnée,  en  faisant  usage  de 
plans  parallèles  entre  eux. 

Désignons  par  x'  l'abscisse  de  la  projection  du  point  dont  l'abscisse 
est  X,  la  nouvelle  origine  des  abscisses  étant  la  projection  de  l'an- 
cienne origine. 

Nous  aurons 

A-  désignant  une  constante  qui  dépend  de  la  direction  des  plans  proje- 
tants. 

19.. 
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Conséquenimont  les  abscisses  des  projections  dos  points  A,,  Ao,  etc,, 
seront  les  racines  de  l'équation 

F(x')=/(A-.r)  =  o, 

et  les  abscisses  des  projections  des  points  centiaux  seront  les  racines 
de  l'équation 

kj'{x)  =F'(.r')  =  o. 

Par  conséquent  : 

La  figure  forniJc  par  un  système  de  points  en  li^ne  droite  et  par 
leurs  points  centrau.r  est  douée  des  propriétés  projectives. 

C'est-à-dire  «pie  les  projections  des  points  centraux  du  système 
donné  sont  les  points  centraux  du  système  projeté. 

§  II.  —  Diamètres,  pôles  de  l'infini  et  courbes  centrales  dans 
les  courbes  géométriques. 

r>.  Défuiition  des  diamètres.  —  Elaiît  donnée  une  coiu-be  du  de- 
gré/;,  si  ion  mené  les  sécantes  parallèles  à  une  direction  donnée  et 
si  Ton  prend  sur  cbacune  de  ces  droites  les  points  centraux  du  système 
de  ses  intersections  avec  la  courbe,  on  formera  le  diamètre  de  la  (hrec- 
tion  considérée. 

Soit 

f{x,j)  =  o 

l'équation  de  la  courbe  donnée,  et  désignons  par  m  le  coefficient  an- 
gulaire de  la  direction  des  sécantes  j  ces  droites  seront  représentées  par 
l'équation 

y  =z  mjc  -+-  / 

dans  laquelle  X  est  un  paramètre  arbitraire. 

Donnons  à  X  une  valeur  quelconque  mais  fixe;  la  sécante  corres- 
pondante rencontrera  la  courbe  en  des  points  que  nous  projetterons 
sur  l'axe  des  x.  Les  abscisses  de  ces  projections  seront  les  racines  de 
l'équation 

f  [oc,  mx  -\-  À)  =  o, 

et  les  abscisses  des  points  centraux  du  système  de  points  ainsi  formé 
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seront  les  racines  de  l'équation 

/;  (.r,  m.T  +  X}  -h  "î/,L  +  ;/-^'  "^^'  H-  >0  =  o- 

Ces  points  centraux  sont  donc  les  projections,  sur  l'axe  des  x,  des 
points  que  déterminent  les  deux  équations  simultanées 

ij-  =  mœ  -+-  X 

et  par  conséquent,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  au  n^  4,  ces  deux 
équations  représentent  les  points  centraux  du  système  des  points  d'in- 
tersection de  la  sécante  et  de  la  courbe. 

Or  la  dernière  de  ces  équations  est  indépendante  du  paramètre  X: 
elle  est  donc  l'équation  même  du  diamètre  cherché. 

Par  conséquent  le  diamètre  de  la  direction  dont  le  coefficient  an- 
gulaire est  m  est  une  conrhe  du  degré  [p  —  1)  ayant  pour  équation 

6.  Pôles  de  iliifiui.  —  Si  l'on  donne  à  m  toutes  les  valeurs  j)os- 
sibles,  on  obtiendra  toute  la  série  des  diamètres.  On  reconnaît  sans 
peine  que  ces  courbes  passent  toutes  par  les  points,  au  nombre  de 
[p  —  i)^,  dont  les  coordonnées  satisfont  aux  équations  simultanées 

j  Jl  =  O' 

Par  conséquent  : 

Les  dinmctres  pivotent  un  groupe  de  [p  —  1)-  points  fixes  du  plan. 

Nous  appellerons  ces  points  remarquables  les  pôles  de  l'infini  de  la 
courbe  donnée.  Cette  dénomination  se  justifie  par  certaines  considé- 
rations auxquelles  nous  ne  pourrions  donner  place  dans  ce  Méinoiie, 
qu'en  sortant  du  cadre  restreint  que  nous  nous  sommes  imposé. 

On  reconnaît  aisénient  que  si  la  courbe  donnée  possède  des  points 
singuliers,  ces  points  font  nécessairement  partie  des  pôles  de  l'infini, 
et   que   si,   le  degré  de  la  courbe  étant   supposé  pair,   cette  courbe 
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i)diiiel   un  ceiilie,  ce  point  fait  aussi  partie  du  groupe  dont  il  s'agit. 

7.  Courbe  centrale.  —  Le  diamètre  de  la  direction  dont  le  coetfi- 
cienl  angulaire  est  m  est  une  courbe  (jui  admet  elle-même  des  pôles  de 
linfini,  au  nombre  de  {p  —  2)-,  déterminés  par  les  équations  simul- 
tanées 

Éliminant  m  entre  ces  deux  équations,  nous  aurons  le  lieu  géométrique 
des  pôles  de  l'infini  dans  les  divers  diamètres.  Cette  courbe,  (|ue  nous 
appelons  la  courbe  centrale,  a  pour  équation 

./;y;  =  (,/..:.)^; 

elle  est  algébrique  et  du  degré  lip  —  1). 

Lorsque  /?='^,  les  diamètres  sont  des  coniques  dont  les  centres 
sont  les  pôles  de  l'infini,  et  la  courbe  centrale  est  elle-même  une  co- 
nique. 

S.  Propriétés  des  diamètres.  —  Considérons  une  direction  quel- 
conque et  menons  à  la  courbe  une  tangente  parallèle  à  cette  direc- 
tion. 

Cette  droite,  considérée  comme  sécante,  présente  un  point  d'inter- 
section doidde,  lequel,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  au  n°  3,  appartient 
comme  point  simple  aux  points  centraux  du  système  des  intersections. 

Par  conséquent  : 

Le  diamètre  d'une  directioîi  quelconque  rencontre  la  courbe  donnée 
aux  points  où  les  tangentes  sont  parallèles  à  cette  direction. 

Considérons  maintenant  une  asymptote  de  la  courbe.  Sur  cette 
droite  considérée  comme  sécante,  le  point  à  l'infini  figure  comme 
point  d'intersection  double,  et  par  conséquent,  d'après  ce  que  nous 
avons  vu  au  n''  2,  il  fait  deux  fois  partie  du  système  des  points  cen- 
traux des  intersections. 

Par  conséquent  : 


t 
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Le  diamètre  de  la  direction  d'une  asymptote  est  asymptote  à  cette 
droite. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  cette  théorie  des  dia- 
mètres, bien  qu'elle  puisse  se  prêter  à  de  plus  amples  développements, 
surtout  si  l'on  considère  des  diamètres  de  différents  ordres  ou  dia- 
mètres dans  les  diamètres.  Mais  pour  donner  un  exemple  du  parti 
que  l'on  peut  tirer  de  cette  théorie  dans  l'étude  des  courbes  géomé- 
triques, nous  allons  exposer  la  classification  des  courbes  du  troisième 
degré. 

§  III.   —    Classification  des  courbes  du  troisième  degré. 

9.  Division  analytique  en  trois  familles.  —  L'équation  générale 
des  courbes  du  troisième  degré  peut  être  mise  sous  la  forme 

f{x,  y)  =  rtr^  H-  'ibjc'^y  -f-  '5cxy-  H-  dy^  +  ex-  -+■  ijxy 
_j_  gy"^  _|_  Jijc  -\-  ky  -h  l  ^  o. 

Si  l'on  considère  la  fonction 

D  =  {ad—  bc)-  —  4  [cic  —  b^)  {bd—  c'-], 

laquelle  est  le  discriminant  de  la  fonction  homogène 

ax^  -h  "ibx^y  -+■  3cxy^  -+-  dy^, 

on  pourra  fau'e,  sur  la  valeur  numérique  de  cette  fonction ^    les   trois 
hypothèses  suivantes  : 

1"  D  <  o, 

2*»  D  >  o, 

3*»  D  =  o. 

A  chacune  de  ces  hypothèses  correspond  unefamille  de  courbes,  en 
sorte  que  nous  adopterons  la  classification  suivante  : 

1°  D  <  o,  famille  hyperbolique  ; 

2°  D  >  o,  Jamille  elliptique; 

3**  D  =  o,  famille  parabolique. 
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Celle  classification  puionicnl  analytique  et  les  dénominations  que 
nous  venons  d'eniployer  peuvcMil  être  justifiées  par  trois  espèces  de 
considérations  géométriques.  (Vest  ce  que  nous  allons  démontrer. 

10.  Points  à  l'injini.  —  Imaginons  une  droite  menée  par  rori}::ine 
des  coordonnées  et  passant  par  un  |)oint  à  l'infini,  réel  ou  imaginaire, 
de  la  courbe,  et  désignons  par  fx  le  coefficient  angulaire  de  celle 
droite. 

Les  valeurs  de  /j,  seront  éxidemmcnl  les  r;;cines  de  l'écpialion 

r/ju.'  -h  ?>c[x-  -+-'M>iL-\-  a=  o. 
Posons 

et  portons  cette  valeur  dans  l'équation  précédente;  nous  aurons,  ré- 
ductions faites, 

,,         „    //;        c'\      ,         l     C  ^  hc        nY 


Cette  équation,  et  par  conséquent  l'éciuation  en  jul,  admettent  des  ra- 
cines réelles  et  inégales,  ou  des  racines  Cime  réelle  et  les  dcwr  autres 
imaginaires,  ou  des  racines  réelles  dont  deux-  au  moins  sont  égales, 
suivant  que  la  fonction 

,_  ,    I  tj  r-    \  '  /  2f  3  hc         a  \  - 

"  =  M7/-7.)  ^(t?^^  +  — -*-■;?) 

est  négative,  ou  positive,  ou  nulle. 

Or,  si  l'on  développe  la  fonction  H  et  si  l'on  effectue  les  réductions 
qui  se  présentent,  on  trouve 

»  =  >. 

et  comme  le  facteur  —  est  nécessairement  positif  et  ne  peut  être  nul, 

on  voit  que  les  deux  fonctions  H  et  D  sont  en  même  temps  négatives, 
positives  ou  nulles. 

Par  conséquent  ; 

Si  D  <  o,  la  courbe  présente  à  l'infini  trois  points  réels  et  distincts 
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auxquels  correspondent  trois  branches  infinies  hyperboliques,  et^on  a 
]si  famille  hyperbolique. 

Si  D  >  o,  la  courbe  présente  à  l'infini  un  seul  point,  réel  et  simple, 
correspondant  à  une  branche  hyperbolique.  Les  courbes  de  cette  fa- 
mille se  composent  généralement  d'une  branche  infinie  et  d'une 
courbe  fermée  dont  la  forme  rappelle  celle  de  l'ellipse;  de  là  la  dé- 
nomuiation  de  famille  elliptique. 

Si  D  =  o,  la  courbe  aura  à  l'infini  soit  un  point  simple  et  un  point 
double,  soit  un  point  triple.  Au  point  multiple  à  l'infini  correspon- 
dront généralement  des  branches  paraboliques;  de  là  la  dénomination 
de  famille  parabolique. 

11.  Diamètres.  —  Si  nous  formons  l'équation  du  diamètre  conju- 
gué de  la  direction  dont  le  coefficient  angulaire  est  m,  en  nous  bor- 
nant aux  termes  du  deuxième  degré,  nous  trouverons 

{a  H-  mb)  jc^  -h  2  [b  -i-  me)  œj  -\-  [c  -\-  md)  j"^  -i-...^  o. 

La  nature  de  la  conique  (ellipse,  hyperbole  ou  parabole)  représentée 
par  cette  équation  dépend  du  signe  ou  de  la  nullité  de  la  fonction 

[b  -h  mcY  ~  t\[a  -\-  mb)  {c  +  md)., 

fonction  que  l'on  peut  écrire 

[c^  —  bd)  m^  -+-  [bc  —  ad)  m  -h  b'^  —  ac  =  o. 

Les  diamètres  paraboliques  correspondent  aux  valeurs  de  m  qui 
sont  racines  de  l'équation 

[c^  —  bd)  m-  +  [bc  —  ad)  m  -h  b^  —■  ac  =:  o. 

Or  cette  équation  a  des  racines  imaginaires,  ou  réelles  et  inégales,  ou 
égales  (parfois  indéterminées),  selon  que  la  fonction 

D={bc-  adf  -  li{b'  -  ac)  (c^  -  bd) 
est  négative,  ou  positive,  ou  nulle. 

Tome  VIII  (2*  série  ).  —  Mai  i863.  20 
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D'où  il  résulte  que  le  nombre  des  diamètres  pnraholicfiies  ost  un/ 
ààws  Va  Jainille  hyperbolique ,  é^al  à  deux  dans  \a  famille  elliptique, 
égal  à  un  ou  indcterminc  i\M\?>  h\  Jamille  paraboli(/iie. 

12.  Coni(/ue  centrale.  —  Enfin  la  division  en  trois  familles  pont 
encore  être  justifiée  par  la  considération  de  la  courbe  centrale,  la- 
quelle est  une  section  conicpie. 

Si  l'on  forme  l'équation  de  cette  courbe 


dx  dy  , 


en  se  bornant  aux  termes  du  deuxième  degré,  on  trouve 

9  [ ( ac  —  6* )  x^  +  [ad  —  bc)  xy  -\-  [bd  —  c'-)  j\  -\- . . .^=  o , 

et  l'on  voit  sans  peine  que  la  conique  centrale  est  une  ellipse  dans  la 
famille  hyperbolique,  pour  laquelle  on  a  D  <  o;  une  hjperbole  dans  la 
famille  elliptique,  pour  laquelle  on  a  D  >  o;  et  une  parabole  dans  la 
Jamille  parabolique,  pour  laquelle  on  a  D  =  o. 

15.  Résumé.  —  Les  considérations  qui  précèdent  peuvent  se  résu- 
mer dans  le  tableau  suivant  : 


DÉSIGNATION 

de  la  famille. 

VALEUR 
de  D. 

NATURE 

des  points  à  ritiflni. 

NOMBRE 

des   diamètres 
paraboliques. 

NATURE 

de 
la  conique  centrale. 

Famille  hyperbolique... 
Famille  elliptique 

Famille  parabolique 

O           OC 

Il        V   A 

o            o      o 

3  points  simples. 
1  seul  point  simple. 

I  point  simple 
et  I  point  double 
ou  I  point  triple. 

0 
■2 

1  ou  1  uiiini. 

Ellipse. 
Hyperbole. 

Parabole. 

14.  Equation  simplifiée  de  la  famille  hyperbolique.  —  Considérons 
une  courbe  de  la  famille  hyperbolique,  et  prenons  pour  axe  des  y 
l'asymptote  d'une  branche  infinie.  Le  diamètre  de  la  direction  de 
cette  droite  est  une  hyperbole  conique  qui  admet  pour  asymptotes 
l'axe  des  j  et  une  autre  droite  que  nous  prendrons  pour  axe  des  x. 
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Dans  ces  conditions,  l'équation  de  ce  diamètre, 

-j-  =:  "idj^  -+-  Gcjcj  -h  '5bjc-  +  2gj  -\-  2fx  -+-  k  =  o, 

doit  se  réduire  à  la  forme 

jcj  =  const. 

Donc 

b  =  d=f=g  =  o, 

et  l'équation  de  la  courbe  se  réduit  à 

ax'^  -+-  Zcxj"^  H-  ex"^  ■+-  hx  ^  kj  -\-  l  =  o. 

La  fonction  D  devient  égale  à  ^ac^^  et  comme  elle  doit  être  néga- 
tive, on  voit  que  a  et  c  ne  peuvent  pas  être  nuls  et  que  leurs  signes 
sont  différents. 

Par  conséquent  l'équation  générale  des  courbes  de  la  famille  hyper- 
bolique peut  être  ramenée  à  la  forme  simplifiée 

(i)  xj"^ -\-  £j  =  a- x^  -{- ^x- -^  yx -h  â. 

15.  Equation  simplifiée  de  la  famille  elliptique.  —  Si  nous  consi- 
dérons maintenant  la  famille  elliptique,  nous  pourrons  encore  prendre 
pour  axe  des  j"  l'asymptote  de  la  branche  hyperbolique  et  détermi- 
ner l'axe  des  x  par  les  mêmes  considérations  que  ci-dessus.  Observant 
en  outre  que  b  fonction  D  est  nécessairement  positive,  nous  arrive- 
rons à  la  forme  simplifiée 

(2)  xj^  -{-  £j-  =  —  «^  .r^  H-  |3  j:^  H-  yx  +  c?. 

16.  Equation  simplifiée  de  la  famille  parabolique.  —  Nous  subdi- 
viserons les  courbes  de  la  famille  parabolique  en  deux  classes,  suivant 
que  le  point  multiple  à  l'infini  est  double  ou  triple. 

V  Classe.  —  Courbes  ayant  a  Vinfini  un  point  simple  et  un  point  double. 

Au  point  simple  à  l'infini  correspond  une  branche  hyperbolique. 
Nous  prendrons  encore  l'asymptote  de  cette  branche  pour  axe  des  j 

20.. 
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et  nous  déterminerons  l'axe  des  .r  comme  précédemment.  La  fonc- 
tion D  doit  être  nulle;  d'ailleurs  c  ne  peut  pas  être  égal  à  zéro,  sans 
quoi  le  point  à  l'infini  de  l'axe  des  j*  serait  un  point  triple  de  la 
courbe.  T/équation  se  réduit  donc  à  la  forme 

(3)  jcy^  H-  £}  =  jS.r"-^  ■+-  yx  +  â. 

II'  (liASSK.   —  Coiirhrs  ayant  nu  point  tiiplc  a  Cinfini. 

Prenons  pour  axe  des  j  une  droite  passant  [)ar  le  point  à  l'infini 
et  pour  axe  des  x  une  droite  arbitraire. 

L'équation  en  p,  devant  avoir,  dans  cette  hypothèse,  trois  racuios 
infinies,  nous  aurons 

Z/  =  c  =  ^  =  o, 

et  l'équation  générale  des  courbes  de  cette  classe  prendra  la  forme 

ax"^  -h  e.r'-  -h  ijocy  H-  ^j'^  H-  hx  +  kj  -t-  /  =  o. 

Le  diamètre  conjugué  de  la  direction  de  l'axe  des  y  a  pour  équa- 
tion 

ijx  +  i^y  H-  A:  =  o. 

Il  se  réduit  à  une  droite  qui  peut  être  inclinée  sur  l'axe  des  y,  ou  pa- 
rallèle à  l'axe  des  y^  ou  située  tout  entière  à  l'infini.  De  là  trois  cas  à 
examiner  : 

/^'^  Cas.  —  Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  dont  il  vient  d'être 
parlé;  nous  aurons 

A=/=o, 

et  l'équation  générale  des  courbes  correspondantes  prendra  la  forme 

(4)  jr^  =  ^J-X^  -i-  |S.r^  +  y.r  -h  è. 

IP  Cas.  —  Prenons  pour  axe  des  x  une  droite  quelconque,  mais 
choisissons  pour  axe  des  y  la  droite  même  qui  représente  le  diamètre 
de  la  direction  du  point  à  l'infini.  Nous  aurons  pour  équation  gêné- 
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raie  des  courbes  comprises  dans  le  IP  cas 

•(5j  jcj  =  ajc^  H-  |3x-  -f-  yx  -+■  â. 

IIP  Cas.  —  Dans  le  IIP  cas,  on  a  par  hypothèse 

et  l'équation  de  la  courbe  se  réduit  à 

ax^  H-  ejc-  H-  hx  -h  A^^  +  /  =  o. 

Suivant  que  k  est  différent  de  zéro  ou  égal  à  zéro,  on  arrive  à  l'une 
ou  à  l'autre  des  deux  formes 

(6)  j  =  ax^  -h  ^x'  -h  yx  -h  â, 

(7)  o  =  a^^  -4-  jSx'-  +  yx  -f-  c?. 

17.  Dénominations  newtoniennes .  —  Les  équations  simplifiées  (i), 
(2),...,  (6)  auxquelles  nous  sommes  arrivés  par  la  considération  des 
diamètres,  sont  précisément  celles  qui  ont  été  données  par  Newton 
dans  son  Enumeratio  Unearwn  tertii  ordinis;  il  en  résulte  que  la 
classification  qui  vient  d'être  exposée  peut  s'exprimer  au  moyen  des 
dénominations  newtoniennes  de  la  manière  suivante  : 

Famille  hyperbolique.     Hyperboles  redondantes . . .      (xj^  -\-  sj  =  a'''  x'^  -\-  ^x-  -\-  -j x  -i-  0). 
Famille  elliptique.  .  .      Hyperboles  défectives [xy'^-\-zy  z=  —  a-z^ -h  [i.r-'-i- yx-t- (î). 

l''*^   CLASSE. 

Hyperboles  paraboliques.  .      [xy-  +  s/  =r  p.r'  -1-  y^  -f-  0). 
Flyperbolismes  de  coniques,     [xy'^  -|-  £/  =  y  x  -|-  5  ). 

,  1^    CLASSE. 

Famille  parabolique. .  (  r.      1    1      i-  ,  ,       ^ 

•^  '  '  Faraboles  divergentes JK  —  '^^  H-  p-r'  -{-  yx  -+-  o. 

Tridents j?/  =  a.r'  -|-  p ^,-2  -^  ^^x  -\-  0. 

Paraboles  cubiques j  =  ax'  -f-  p.r^  -I-  Y  x  -i-  ^. 

\  Droites  parallèles o  ==  ax'  -t-  px-  -f-  ^-^  -i-  o- 

Le  trait  placé  sous  un  coefficient  indique  qu'il  ne  peut  pas  être  nul. 
De  la  discussion  des  équations  simplifiées  résidte  la  subdivision  des 
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genres  en  espèces,  laquelle  a  été  domiée  par  Newto»  et  complétée  par 
Stirling.  Ce  dernier  a  compté  quatre-vingl-une  espèces;  Newton  n'en 
avait  fait  connaitre  que  soixanle-seize,  par  suite  de  l'omission  des 
systèmes  de  trois  droites  parallèles  que  représente  réquation  (7J. 

18.  Ohseivntions  relatives  auœ  équations  précédentes.  —  Pour  ob- 
tenir les  équations  générales  simplifiées  des  hyperboles  redondantes, 
des  hyperboles  défectives,  des  hyperboles  paraboliques  et  des  hyper- 
bolismes  de  coniques,  nous  avons  complètement  déterminé  les  axes 
des  coordonnées. 

Mais  pour  obtenir  les  équations  générales  des  courbes  de  la  W  classe 
de  la  famille  parabolique,  nous  avons  laissé  une  certaine  indétermina- 
tion dans  le  choix  des  axes.  H  en  résulte  que  ces  dernières  équations 
peuvent,  sans  rien  perdre  de  leurs  généralités,  recevoir  des  simplifica- 
tions nouvelles  :  c'est  ce  (]ue  nous  allons  développer. 

Paraboles  divergentes.  —  L'axe  des  j  n'ayant  été  déterminé  que  de 
direction,  nous  jiouvons  transporter  l'origine  des  coordonnées  en  un 
pouit  de  rencontre  de  l'axe  des  x  et  de  la  courbe.  Nous  aurons  alors 
c?  ^  o,  et  l'équation  [)rendra  la  forme 

y-  =  OiX^  H-  /3x-  -h  "^x. 

Tridents.  —  L'axe  des  x  étant  resté  arbitraire,  nous  pouvons  dis- 
poser de  sa  position. 

Le  diamètre  de  la  direction  dont  le  coefficient  angulaire  est  égal 
a  2j3  est  une  parabole  repré.sentée  par  l'équation 

y  =  3aa,-2  +  7; 

l'axe  des  j-  rencontre  ce  diamètre  au  point  dont  l'ordonnée  estj?^  =  y. 
Plaçons  l'origine  en  ce  point  de  rencontre  et  prenons  pour  axe  des  x 
la  tangente  à  la  parabole,  nous  aurons  nécessairement  y  =  o,  et  l'équa- 
tion prendra  la  forme 

xj  =  ax^  -h  ftx^  -h  â. 

Parabole  cubique.  —  La  direction  de  l'axe  des  j  a  seule  été  déter- 
minée, cet  axe  étant  assujetti  à  passer  par  le  point  à  l'infini. 
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fiC   diamètre  de   la  direction  dont  le  coefficient  angulaire  est  m  a 
pour  équation 

3  <XX^  +  2  p  jc  4-  y  _  ^  —  o  ; 

il  se  compose  généralement  de  doux  droites  parallèles  à  l'axe  des  r  et 
se  réduit  à  une  droite  double  pour  la  valeur  particulière 


m  =  -y 


3a 


Prenons  cette  droite  double  pour  axe  des  j;  nous  aurons 

P  =  o, 
et  l'équation  de  la  courbe  deviendra 

j  =  ax*  -f-  yx  +  ù. 

Le  nouvel  axe  des/  coupe  la  courbe  au  point  dont  l'ordonnée  est 
j-=:  (3*;  prenons  ce  point  pour  origine  des  coordonnées  et  dn-igeons 
l'axe  des  x  suivant  la  tangente  à  la  courbe;  l'équation  se  réduira  à  la 
forme  très-simple 

y  ^=  a  x'^ . 

Droites  parallèles.  —  Laissant  l'axe  des  x  arbitraire,  on  peut  évi- 
demment disposer  de  la  position  de  l'axe  des  j,  dont  la  direction  seule 
est  déterminée,  de  manière  à  faire  disparaître  le  terme  en  x- .  Ou 
arrive  ainsi  à  l'équation  simplifiée 

o  =  «x^  -t-  |Sx  -h  (?. 

19.  Nouvelle  forme  de  V  équation  générale  des  hy  perboles  déjectives. 
—  La  considération  de  la  conique  centrale  peut,  comme  celle  des  dia- 
mètres, conduire  à  des  formes  simplifiées  pour  les  équations  des 
courbes  du  troisième  degré.  Nous  en  donnerons  un  exemple  pour  les 
courbes  de  la  famille  elliptique. 

Reprenons  l'équation  générale 

ax^  -h  'ibx^  j  +  3 ex/-  +  dy^  +  ex^  -i-  -ijxj 
-+-  gy-  -+-  hx  +  ky  -\-  l  =  o. 
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On  on  ilétînil  l'équation  générale  de  la  conique  conlraic 

i;)[[(U'  —  h-)  X'  -^  {ad  —  bc)  xjr  +  [hd—  c'-)  y-] 
^  3  \[ai^  —  u  hf  +  ce)  x  +  (%  —  icJ-\-  de)  y]  +  ^'c  — /-  =  o. 

Lorsqu'il  s'agit  d'une  hyperbole  détective,  la  conique  centrale  est 

une  hyperbole.  Si  nous  prenons  pour  axes  des  coordonnées  les  deux 

asymptotes  de  cette  courbe,  l'équation  précédente  devra  se  réduire  à 

la  forme 

xj  =  const., 

et  nous  aurons 

ac  —  /;-  =  o, 

hd  —  t-  =  o, 

ng  —  '1  hj  -+-  66  =  o, 

hg  —  icf  -\-  de  =  o. 

Une  combinaison  très-simple  des  deux  premières  équations  donne 

h[lyc  —  ad)  =  o. 

Or  [bc  —  ad),  coefficient  de  xj  dans  l'équation  de  l'hyperbole  cen- 
trale, ne  peut  pas  être  nul  ;  donc  ^  =  o  et  conséquemment,  d'après  la 
seconde  équation,  c  =  o. 

Les  deux  dernières  équations  se  réduisent  alors  k  ag  =  o  e\  de  ^  o. 
D'autre  part  le  discriminant  D  devient  égal  à  a^  d^  ;  donc  ni  a  ni  d  ne 
peuvent  être  nuls,  et  par  conséquent  g^^  o,  e  ^  o. 

Le  système  des  quatre  équations  ci-dessus  posées  équivaut  donc  au 
système 

et  l'équation  générale  des  hyperboles  défectives  se  présente  sous  la 
forme 

aa.^  +  bj^  -+-  2CXJ  -h  dx  -\-  ej  -+-/=  o, 

tres-analogue  à  la  forme  de  l'équation  générale  des  coniques. 
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SUR  LA  FORME 

X-  -t-  y-  +  z^  +  1 2  i-  ; 

Par  31.   J     LIOLVILLE. 


1 .   La  forme 


X^  -h  y  -h  Z-  ^    \2t^, 


dont  nous  voulons  nous  occuper  ici,  se  rattache  à  la  forme 

x'-  -+-  y  4-  2-  +  3/.^ 

que  nous  avons  considérée  dans  le  cahier  d'avril. 

Pour  un  entier  donné  quelconque  n  (ou  a'^SSw,  ni  impair  premier 
à  3)  nous  avons  trouvé  le  nombre 

des  représentations  de  //,  par  la  forme  .r-  H-  r^  +  z^  -f-  3^-,  égal  à 


en  désignant  par  la  simple  lettre 


la  somme 


ou,  SI  I  on  veut, 


Kl)"' 


relative  aux  diviseurs  conjugués  d,  â  de  l'entier  m  =  dâ.  De  plus,  nous 

Tome  VUl(i' série). —Mai  i8G3.  21 


i6a  JOURNAL  DK  MATHI'.MATIQIJES 

avons  dislingué  les  représentations  où  z'^  -h  3t.-  est  un  entier  impair 
de  celles  où  z-  -+-  3/'  est  un  entier  pair,  et  en  appelant 

N'(./.) 
le  nombre  des  premières,  nous  avons  obtenu 

Mais  on  peut  aussi  vouloir  considérer  séparément  les  représenta- 
tions de  n  où  la  valeur  de  f  est  impaire  et  celles  où  la  valeur  de  t  est 
paire.  Soit  donc 

No(«) 

le  nombre  de  celles-ci,  c'est-à-dire  soit  No(«)  le  nombre  des  solutions 
de  l'équation 

n  =  .r^  -\-  r^  -h  £-  4-  '5t'- 

pour  lesquelles  i  est  un  entier  pair.  Il  est  clair  que  ce  nombre 

No(«) 
sera  précisément  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

n  =  œ^ -^f^ -Jr  z'^ -+- i2t-, 

en  y  prenant  pour  x,  j,  z,  t  des  entiers  quelconques.  Ainsi  No(«)  est 
le  nombre  des  représentations  de  n  par  la  forme 

dont  nous  allons  parler  aujourd'hui.  Notre  objet  actuel  est  en  effet  de 
donner  des  règles  simples  pour  calculer  No(«). 

2.  La  valeur  de  No(w)  est  bien  facile  à  trouver  quand  l'entier  n  est 
divisible  par  4;  car  on  voit  aisément  que,  pour  a  >  i ,  l'on  a 

No(2'^■3^/^)==N(2°'-^3^n). 


e/.-i-ji- 
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Dans  l'hypothèse  de  a  >  î,  la  valeur  de 

est  donc 

Pour  un  entier  impairement  pair 

2.3^  A72, 

il  n'est  pas  difficile  non  plus  d'arriver  à  l'équation 

No  (2.3^7/)   =^N'(2.3'S7i), 


i63 


en  sorte  que 


N„(..3^«)  =  3[3'^-  +  (-,/(f)]2;. 


Mais  le  cas  d'un  entier  impair  ii  (ou  '^'^ m)  exige  une  élude  plus  dé- 
licate et  l'introduction  d'une  fonction  numérique  nouvelle. 

5.  Soit  donc  Ji  (ou  3'^777)  un  entier  impair.  Posons  de  toutes  les  ma- 
nières possibles  l'équation 

472  =  i^  H-  3y% 
7  et/  désignant  des  entiers  impairs  positifs;  puis  formons  la  somme 

relative  à  toutes  les  valeurs  de  j.  Cette  somme,  que  nous  représente- 
rons par  la  simple  lettre 

constitue  la  fonction  numérique   nouvelle  dont  nous  avons  à    tenir 
compte. 

Je  trouve  en  effet  que  l'on  a,  pour  tout  entier  impair  «, 

No(Az)  =  -N(/2)  +  3cr. 


11.. 
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Je  n'ai  pas  besoin  de  rappeler  que  pour  n  =  3'^/;/,  la  valeur  de  I\  [n) 

est 

r  m  —  I  n 

[3.--(-.)'(j)]L'+(-o  "Js. 

On  lemarqutM'a  cpie  a  n'est  pas  ronclion  de  ni  seulement,  mais  de  m 
et  de  p.  Il  est  bon  aussi  de  faire  observer  que  la  valeur  de  a  est  tantôt 
positive,  tantôt  négative;  j'ajoute  que  souvent  on  a  cr  =  o,  et  (ju'en 
particulier  cela  arrive  toujours  quand  m  est  j  5(mod()),  puisque 
l'équation 

4  w  =  P  +  3/- 

n'est  possible  qu  autant  que  les  tacteurs  |)remiers  (pu  entrent  dans  la 
composition  de  m  avec  un  exposant  impair  sont  de  la  forme  6/  +  i. 

4.  Ajoutons  quelques  exemples;  et  d'abord  soit  n  =  5,  d'où  c-  =  o, 
puis 

2  =  4. 

La  formule 

No(«)  =  ^N(«)+3a 

du  n°  5  donnera 

No(5)  =  24, 

et  cela  s'accorde  avec  l'équation 

5  =  (±:  a)-  -I-  (  ±  i)-  H-  o-  -h  I2.0- 

qui  fournit  vingt-quatre  représentations  en  y  permutant  de  toutes  les 
manières  possibles  les  trois  carrés 

(±2)%     (±,)%    O^ 

Soit  en  second  lieu 

«=  7, 
d'où 

l^n=  1^  +  3.3'^ 
et 

4«  =  5--r-3.i% 
par  conséquent 

(7  =  —  2. 


J 
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Comme  d'im  autre  côté 

2  =  6, 

notre  formule  donnera 

No(7)-o, 
et  en  effet  l'équation 

rj    =    JC'-    +     J-    -J^    Z-    -{-    \lt^ 

est  impossible. 
Soit  encore 

w  =  9  =  3".  I , 

d'où 

/^n  =  3-  -h  3,3% 

et  par  conséquent 

(7  =  -  3. 

Comme  d'ailleurs  on  a  ici  m=  i,  et  par  suite 

i:=r, 

il  viendra 

N„(9)  =  3o. 

Or  l'entier  9  a  effectivement  trente  représentations,  qui  sont  fournies 
par  les  deux  identités 

9  =  3"  H-  o'^  H-  o-  -(-  12.0- 
et 

9=;2^  +  a--!-  1--)-  12.0- 

en  y  affectant  du  double  signe  les  racines  des  carrés  qui  ne  sont  pas 
nuls  et  en  opérant  les  permutations  convenables. 
Enfin  soit 

n  ^  i3, 

d'où 

4w  =.52 -h  3.3- 

et 

4w  =  -72 _|_ 3  i2^ 

partant 

c;  =  —  2. 
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On  a  celte  fois 

et 

No(i3)  =  36. 

Or  l'entiei'  i3  a  efrectivenieiit  Irente-six  représentations,  faciles  à  dé- 
duire des  deux  identités 


et 


l3  =  3-  +  2-  H-  o'^  -h   I2.0-. 


.s.   Prenons  manitenant  des  entiers  pairs,  et  par  conséquent  faisons 
usage  des  formules  du  n"  '2. 

Pour  ^/  =  12,  c'est-à-dire  pour 

n  =  2*. 3.  ] , 
on  a  a  =  2,  |3  =  i ,  m  =  i ,  partant 


2  = 


La  formule  à  employer  est  celle  qui  concerne  les  multiples  de  4-  On 
en  conclut 

No(i2)  =  lo; 

or  cela  s'accorde  avec  les  deux  équations 

12  =  2"  H-  2-  +  2"  +  ra.o^ 

I  2  ==  O-  -t-  O-  +  O-  -T-    12.1^ 


et 


qui  fournissent  bien  dix  représentations. 

Soit  à  présent  n  =  lo  =  2.5.  Il  s'ensuivra  a  =  i,  jS  =  o,  w  =  5,  et 

1  =  4. 

La  formule  à  employer  est  celle  qui  concerne  les  entiers  impairement 
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pairs.  Elle  donne 

No(io)  =  24. 

Or  on  trouve  effectivement  vingt-quatre  représentations  pour  l'en- 
tier 10,  au  moyen  de  l'identité 

10  —  (±1 3)-  4-  {±.iy  -+-  o-  +  l2.o^ 

en  y  permutant  de  toutes  les  manières  possibles  les  trois  carrés 

{±.3)\  {±^y-,  o\ 

Considérons  encore  l'entier  impairement  pair  n  =  il\,  d'où 

n  =  2.7, 
et  partant 

P  =  o,     m  =  7, 
puis 

Il  nons  viendra 

N„(i4)=72, 

et  l'on  vérifiera  sans  peine  l'exactitude  de  ce  résultat  au  moyen  des 
deux  identités 

i4  =  3"  4-  2-  -+-  I  -  +  12.0" 

et 

1 4  =  1  -  4-  I  - -h  o- H-  1 2 . 1  - , 

qui  fournissent  pour  l'entier  i4  soixante-douze  représentations. 
(>.  Rapprochons,  en  terminant,  la  fonction  numérique 

(7 

de  quelques  fonctions  du  même  genre,  qui  ont  avec  celle-là  un  lien 
intime.  On  se  rappelle  que  n  désignant  un  entier  impair  donné,  nous 
posons  de  toutes  les  manières  possibles  l'équation 

4^  =  i"  4-  3y-, 

les  entiers  /  et  y  étant  impairs  positifs,  après  quoi 
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()i   on  peut  aussi  considérer  la  somme 


et  j<^  trouve  que  1  ou  a 

quainl  //  =  /\g  -h  \,  taudis  que 

quau<l  n  =  4g  +  -^• 

Maintenant,  à  "côté  des  décompositions  de  4'^  prenons  celles  de  7i 
sous  la  forme  r'-  -h  3.v-;  et  nous  obtiendrons  un  autre  résultat  curieux. 

Soi!  (iabord 

//  =  !\g  H-  I,       et        /i  =  /■-  -i-  3.Ç-, 

l'entier  r  étant  impair  positif,  tandis  que  s  est  indifféremment  j)0sitif, 
nul  ou  négatif.  Je  trouve,  pour  ce  cas,  l'équation 

2(->)  '  -•=(-. )'-2(-')  "  /■ 

Soit,  en  second  lieu, 

n  =  L\g  -+-  3,       et       n  =  /•-  -h  3s'-, 

l'entier  s  étant  cette  fois  impair  et  positif,  tandis  que  l'entier  r  est  in- 
différemment positif,  nul  ou  négatif.  Je  trouve,  pour  ce  cas,  l'équation 

On  voit  donc  que  d'autres  fonctions  numériques  auraient  pu  rem- 
placer la  fonction  <7  dans  nos  formules.  Peut-être  trouvera-t-on  qu'en 
employant  n  au  lieu  de  I^n  les  calculs  seraient  plus  simples.  J'ai  préféré 
la  fonction  c  afin  de  n  avoir  qu'une  seule  formule  à  écrire  pour  expri- 
mer No  {fij  dans  le  cas  de  n  impair. 
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SUR  UA  FORME 
Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


j .   On  demande  le  nombre 

N  («  =  ^^   +  2J^  +  2Z-  4-   Xlf^) 

des  représentations  d'un  entier  donné  «,  par  la  forme 

X"-  H-  Ij"^  -h   2  Z"^   -h  ]  Q.  t^ . 

Or  on  pourra  tout  de  suite  répondre  à  cette  question,  si  1  on  s'en  ré- 
fère à  l'article  précédent  où  nous  avons  déterminé  le  nombre 

No(«) 

des  représentations  de  n  par  la  forme 

jc-  -h  ^^  -^  z'-  -h  1 1 1^ . 

Nous  supposons  donc  connue  la  valeur  de 

c'est-à-dne  de 

N  ( «  =  j:^  +  J^  -f-  z^  -h  iit^); 

et  de  là  nous  passerons  à  celle  de 

N  («  =  x^  +  ij^  H-  iz'-  -h  iit-) 

en  considérant  successivement  quatre  cas  très-distincts. 

2.   Soit  d'abord  n  impair  et  de  la  forme  qg  -{-  i.  Nous  répondons 
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alors  à  la  queslion  proposée  en  disant  que 

N  (4^^  -H  I  =  a-^  -h  D.y-  +  az^  +  xif^)  =  \^o  (4è^  +  0- 
Ainsi,  ayant  trouvé  dans  l'aiiicle  précédent 

No  (9)  =  3o, 

nous  pouvons  affirmer  qu'il  y  a  dix  représentations  de  Tenlier  9  {)ar 
la  forme 

x'-  -\-  ij"^  -+-  ^z^  -\-  \it-  : 

ce  sont  celles  que  fournissent  les  deux  identités 

9  =:  (±  3)'^  -h   2.0-  -h  2.0'-  H-  I  2.0* 

et 

9  =  (±:i)^4-  2(±2)^  +  2.0-  +  12.0-, 

en  y  opérant  les  permutations  convenables. 
De  même,  ayant  vu  que 

No(i3)=36, 
on  est  certain  de  trouver 

N  (i 3  =  JT-  H-  -ij-  4-  2 z'-  -h  I 2  <^  )  =  1  2  ; 
or  c'est  là  en  effet  ce  qui  résulte  des  équations 

i3  =  (±  1  )'*  +  a.o-  +  2.0-  -h  I2.(±  i)^ 
et 

i3  =  (±3)-  +  2.(±  i)-  +  2.(rt  1)=  -h  12.0,- 

dont  la  première  fournit  pour  l'entier  «3  quatre  représentations,  tan- 
dis que  la  seconde  en  fournit  huit, 

5.  Maintenant,  soit 

Je  dis  que  nous  aurons,  dans  ce  cas, 

N  [n  =  x^  -t-  2j^  H-  2Z^  -f  \it-)  =  No  [n). 
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Ainsi,  par  cela  seul  qu'on  a  trouvé  plus  haut 

No(7)  =  o, 
nous  avons  aussi 

N(7  =  x2-t-2j=^  +  2z-+  12^2^  =  0. 

De  même  on  a  • 

N(3  =  x''  -h  2j'  -h  iz-  H-  12  i-)  =  No (3), 

la  valeur  commune  des  deux  membres  étant  alors  =  8,  ainsi  qu'il  est 
aisé  de  le  vérifier. 

On  ajoutera,  si  on  le  désire,  d'autres  exemples.  Je  passe  aux  nom- 
bres impairement  pairs. 

4.   Soit  Ti  un  nombre  impairement  pair,  de  façon  que 

n  —  2  {2g  +  i). 
La  formule  pour  ce  cas  est 

N'(«  =  X*  +  2J-  H-  2Z*  4-  12^")  —  ^No(/2). 

Ayant  donc  trouvé 

No(lo)=24, 

nous  sommes  autorisés  à  affirmer  que 

N(io  =  x^  -f-  if^  -h  iz-  -{-  i2t'^)  =  S-, 
or  c'est  ce  qui  résulte  des  deux  équations 

10  =  O-  +  2  (±  2Y  -h  2{±.  lY  +  12.0^ 

et 

10  =  O^  -H  2(±:  i)^  -h  2  (±1  2)-  H-  12.0- . 

Semblablement,  de 

No(i4)  =  72, 

22.. 
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nous  clevtms  coiulure 

N  (  1 4  =  .r-  4-  -2 y-  -h  iz-  -h  \-2t-)  =  2/\ , 
re   uii  résulle  cftectivement  des  deux  identités 

et  • 

l4  =  a-  -h  2.  I"  +  2.2'  +  I  2.0-, 

en  y   donnant  le  double  signe  ±i  aux  racines  des  carrés  qui  ne  sont 
|)as  inds  et  en  effectuant  les  permutations  convenables. 

5.  Je  termine  par  le  cas  le  plus  simple,  celui  de  n  multiple  de  4- 
On  a  alors 

]N  [n  =  jc-  -h  2  Y'  -\-  2Z-  -h  i2t-)  =  No(/i), 

ce  (|iii  est  en  quelque  sorte  évident.  Je  me  bornerai  donc  à  l'exemple 
de  //  =  I  2  ;  et  de 

No(l2)  =  lO, 

je  conclurai 

N  (1 2  =  .r*  H-  2j-  H-  2Z-  -\-  I2l'-)  ^=  lo; 

or  on  a,  en  effet,  dix  représentations  du  nombre  12,  par  la  forme 

JC-  H-  2  r^  -^  2Z^  -\-  I2t'\ 

au  moyen  des  identités 

12  =  o-  -h  2.0-  H-  2.0'  -h  12  (  ±  i)% 

12  =  (±1  a)'^  +  2  (±:  2)^  4-  2.0-  H-  12,0% 

1  2  =  (  rh  2)^  -h  2.0-  -f- 2  (±:  2)^^ -+-  j  2.0-. 

Je  ne  pense  pas  qu'il  soit  utile  de  pousser  plus  loin  ces  vérifications 
numériques. 
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SUR  LA  FORME 
^'  H-  J'"  H-  4  z-  +  12^^; 
Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


î .   La  détermination  du  nombre 

des  représentations  de  //,  par  la  forme 

x"^  -\-  y-  +  4z'  -+-  i2i-, 
peut  aussi  être  ramenée  facilement  à  celle  du  nombre 

lies  représentations  de  n  par  la  forme 

X-  -\-  j"'  H-  4-2'   -H  lit""-. 

La  valeur  de 

No(^^) 

ayant  donc  été  donnée  plus  haut  pour  les  divers  cas  qui  peuvent  se 
présenter,  nous  la  supposerons  connue  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  et 
nous  y  rattacherons  la  valeur  demandée  de 

N(/2  =  j:^  +  j- -h  4^^  +  12^^). 

2.   Qu'il  s'agisse  d'abord  d'un  entier  n  impaii'.  Il  pourra  être  de  la 
foi' me 

4g +  1 

ou  de  la  forme 

4g +  3. 
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Ol'  OM   .1 

IN  (4g^  +  I  =.r-  +_)•-  -t-  /|Z-  +  Ci/-)  =  ^  Noi4ê^  +  ') 

N  (4g"  -+-  3  =  .r=  -[-)•='  -f-  4z"  +  12/-)  =  o. 

L'exactitude  de  la  seconde  de  ces  formules  est  évidente,  et  la  première 
formule  est  facile  à  établir 

Prenons,  comme  premier  exemple,  n  =  9.  On  a 

N,(9)=3o. 
Donc 

N  {g  =  jc'^  -^y^~^!^z--\-  1  a /- )  =  20, 

et  cela  est  confirmé  par  les  équations 

9  =  (rh  3)-  +  0-  H-  4-o^  -I-  i2.G-, 
9  =  <)-  H-  (  ±:  'i)-  -f~  4-0-  +  12.0-, 

<^  =  (  ±  1)-  -h  {±  iY  -^  ll{zL  if  -h  I2.0% 

qui  donnent  pour  l'entier  9  vingt  représentations. 
Soit  ensuite 

n  =  1 3 . 
Comme  on  a  trouvé 

No(i3)  =  36, 
il  s'ensuivra 

N(i3  =  x"^  -I-J-*  -H  [\z^  4-  12/^)  =  24. 

Or,  des  identités 

i3  =  3- +  2"  H- 4-o^ -+- 12.0-, 

i3  =  3^  H-  o-  -f-  4-  ''  +  12.0'-, 
i3  =  I-  -h  o"^  -h  4-^^  +  i"^-  '% 

on  tire  pour  l'entier  i3  vingt-quatre  représentations  en  affectant  du 
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double  signe  ±  les  racines  des  carrés  qui  ne  sonl  pas  nuis  et  en  opé- 
rant les  permutations  convenables. 

5.  Soit  à  présent  n  impairement  impair, 

7î  =  2  [ig  -f-  l). 

Je  trouve  que  dans  ce  cas 

N(«  =  a7'H-j-+4z--+-  lit')  =  ^No(«). 

Avant  donc  obtenu 

No(io)  =  24, 

nous  sommes  autorisés  à  affirmer  que 

N(io  =  .r- -f-;r- +  42' +  12^^)  =  8, 

et  cela  s'accorde  avec  les  équations 

10  =  (±:  1)-  +  (±:  3)-  -h  4.0'  -f-  12.0-, 
10  =  (±  yf  4-  (±:  i)-  -1-  4.0-  -+-  12. o', 

qui  fournissent,  pour  l'entier  10,  huit  réprésentations. 
Semblablement,  de 

No(i4)  =  7^' 
nous  lirons 

N (i4  =  Jo'^  -^j^  +  4z-  +  lit-)  =  24; 
or  c'est  bien  là  ce  qui  résulte  des  trois  identités  que  voici  : 

i4=(±:i)^  +  (d:i3)^  +  4(=t  0'  +  I2.o% 
puis 

!4  =  (±3f +  (±:i)^+4(±:0'^-'2.o% 
enfin 

i4=:(±:i)2h-(±  i)2+4.o2-f-  12  (±:  i)^ 

i.  Enfin  soit  n  multiple  de  4»  c'est-à-dire  soit 

«=  2"(2g  -f-   1), 
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■  iMT  -y  >  I .  On  voit  ininK'diiiteincMt  (jue  l'on  a  alors 

N  (//  =  .V-  -hj-  -4-  /[Z-  -+-  \it-)  =  No  [n). 

Soit  par  ex(Mnple 

ri  =  la. 

On  a 

No(I2)  =  10; 

on  aura  donc  aussi 

N  (12  =  JT-  -+-  r^  -\-  l\2^  +  i'?.t.'^)  =  \o. 

Or  on  constate  qu'il  existe  en  effet  dix  représentations  de  lenticr 

12 
])ar  la  loru)!" 

.r-  -h  ?■-  -h  4^-  -h  i2<-, 

au  moyen  des  identités 

1-2  =:  O*  -+-  O"-^  -h  /|.0-  +    11[±.\)- 

et 

12  =  (±:  2)-  -+-(=!=  a)-  -I-  4  (it  i)2  -h  12.0-, 

dont  la  pieniiére  fournit  deux  représentations,  tandis  rpie  la  seconde 
<Mi  fournil  huit. 

.le  ne  crois  pas  utile  d'ajouter  d'autres  exemples;  mais  quels  que 
soient  ceux  qu'on  veuille  choisir,  on  ne  pourra  que  confirmer  l'exac- 
titude de  nos  formules. 
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SUR  LA  FORME 
Par  m.    J     LIOLVILLE. 


1 .   La  détermination  du  nombre 

N  (/i  =  X-  +  4 J^  -+-  4  2'  H-  \lt''] 

des  représentations  d'un  entier  donné  n,  par  la  forme 

X-  +  [\J  -  -h  4  Z'  4-  I  2  /-, 

ne  peut  offrir  aucune  difficulté  à  ceux  qui  se  souviennent  de  ce  que 
nous  avons  dit  concernant  les  deux  formes 

_^,2    _,_^.2    _^   2^  _^   3^:i 

et 

X-  H-J-  -h  Z^  +  \2t-. 

On  sait  que,  pour  abréger,  nous  écrivons  simplement 

au  lieu  de 

et 

No(aO 
au  lieu  de 

N  [n  =  x^  +  y-  H-  2-  -+- 1 2 1-\. 

Indiquons  maintenant  comment  les  valeurs  de  N(«)  et  de  No(rt)  étant 
connues  pour  tout  entier  n,  on  en  conclut 

N  (/2  =  X-  -h  l\j-  +  l\z-  H-  lit-  ). 

Tome  VIII  (a*  série).  —  Juin  i863.  2  J 
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*1.   Mêlions  d'abord  de  colé  le  cas  de  n  impair  /|g  -h  ^,  el  celui  de 
//  impairement  pair,  pour  lesquels  on  a  évidemmenl 

]S  [n  =  .x'^  H-  f\r^  -h  /(js*  H-  \it'-)  =  (). 

Resteiil  les  deux  cas  de  //  impair  f\g  -h  i ,  et  âe  n  midliple  de  4?  c'est- 
à-dire  de  II  =  4&- 

Or  ou  prouve  facilemenl  que 

N(4g  -f-  I  =  .r'  -^  II)-  -h  ^\z--h  i2<=)  ==^No(/|g-t-  0 

el  que 

N  (4ér  =  J^-'  H-  47'  +  4z'  +  '  2/')  =  TN  (è,0. 

Ainsi,  par  exemple,  ayant  trouvé 

N„(.3)=:3G, 

on  est  autorisé  à  affirmer  que 

N  (  I  '3  —  .r=^  +  4  J--  4-  4  z'^  -h  I  2  <*  j  =  I  2  ; 

et  cette  valeur  s'accorde  effectivement  avec  les  identités 

i3  =  (±:;3)^  +  4(=b  i)^  +  4-o'^-f-  12. o% 
i3  =  (±:'3)-^  +  4.o^  +  4(±  i)'+  '2.o% 

i3  =  (±:  i)''  -r  4-«^  +  ^l-f>"  +  I2(±:  l  )% 
qui  fournissent  douze  représentations  de  l'entier  i3  par  la  forme 

jo-'^  -+■  4j-'^  H-  42'''  +  I2/\ 
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SUR  LA  FORME 
Par  m.  J.  LIOUVILLE 


i .  La  détermination  du  nombre 

N  («  =  ?>x''  ^  4/2  -h  l\z'  +  4/-) 
des  représentations  d'un  entier  donné  «,  par  la  forme 

3.r^  +  4.r'  -h4-'-^  4«% 

se  rattache  aussi  aux  fonctions  numériques 

N(«),     No  (^2) 

que  nous  avons  employées  dans  l'article  précédent.  Mais  d'abord  il 
faut  observer  que  l'on  a  évidemment 

N  (/?  =  3^'''  -h  4  ;  '  H-  4z-  H-  4 1-)  =  o 

quand  n  est  un  entier  impair  4^^  +  '»  et  quand  n  est  impairement  pair, 
c'est-à-dire  quand 

n  =  1  (2g  -^  i). 

Il  n'y  a  donc  véritablement  que  deux  casa  traiter,  celui  de  n  impair 
4g  H-  3  et  celui  de  n  multiple  de  4- 

2.   Soit  d'abord  n  multiple  de  4-  Posons  alors 

n  =  L\.i   j'  m, 
m  étant  un  entier  impair  non  divisible  par  3,  et  les  exposants  a,  |3  pou- 

23.. 
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vaut  se  réduire  à  zéro,  r/équalion 

/,.2";V^;/  =  3x-  4-  4  )=»  H-  42-^  +  fxt- 

exige  que  r  soit  pair.  Je  fais  donc  .r  =  211  ^  et  en  divisant  par  4,  j'ob- 
tiens 

a»3^/;i=  r-  -H  2,^  -!-/=  +  3//^ 

ce  qui  nous  ramène  à  la  forme  .r-  -h  y-  +  z^  +  3/-  dont  nous  nous 
sommes  occupés  dans  le  cahier  d'avril  :  nous  avons  doinié  dans  ce 
cahier  la  valeur  du  nombre 

N  (2^3^72) 
des  repr<'sentati()ns  de  l'entier 

2"  y  m 

par  cette  forme.  Or  il  suit  de  ce  qui  précède  que 

N(4.-i''3'm  =  3,r-  +  4j2  +  \z'  -+-  4/'^)  =  N  {i^ym). 
La  valeur  demandée  de 

>}  (,;  =  -J.r^  +  4_;-'-^  -h  4s=  +  4^=^) 

sera  donc  maintenant  facile  à  calculer  pour  tout  entier  ti  multiple 
de  4. 

5.  Soit  enfin  îi  impair    (^  -h  3.  On  verra  dans  ce  cas  très-facile- 
ment que 

N(4g  +  3  =  3.X-*  4-  |r^  +  4z^  +  4^'^)  =  N  (4è'  4-  3)  -  N„(4§'  +  3). 

La  fonction 

No(4g^-4-3), 

qui  exprime  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

4g+ 3  =  j:^  +  j- +  z- +  12^-, 
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a  été  introduite  dans  le  cahier  de  mai,  et  nous  savons  que 

c  désignant  la  somme 


qui  se  rapporte  aux  valeurs  que  y  peut  prendre  dans  l'équation 

4  (4g  4- 3)  =  /==  4- ^ys 

où  /  et  y  sont  des  entiers  impairs  positifs.  On  peut  donc  encore  écrire 

N(4,çH-  3  =  3^---4-4.;-'  +  4z'  +  4/')  =  ^N(4é'  +  3)-  :^<r. 

Qu'il  s'agisse,  par  exemple,  de  l'entier  3.  On  a  N(3)  =  lo,  et  l'é- 
quation 

12  =  3'-f-3.i^ 
donne  7  =  ï.  Donc 

N(3  =  3x-+4j''  +  42'  H- 4^')  =  ^-  10-  3  =  2, 

ce  qui  est  exact. 

Pour  l'entier  7,  on  a  N  (7)  =  12,  et  les  équations 

4.7  =  1' +  3.3%     4.7  =5' +  3.1' 

donnent  7  =  —  3h-i  =  —  2.  Donc 

N(7  =  '5jc^  +  4j'  H-4z-^4i%  =  -.ja4,6=(2; 

or,  en  effet,  l'équation 

7  =  3j?-  -+-  l\r^  +  4^'  +  4^" 

a  douze  solutions  qui  résultent  de  l'identité 

7  =  3(dr  1)2+4  (^1)2  +  4.0- -+-4.0= 

en  y  permutant  les  trois  derniers  carrés. 
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SUR  LA  FORME 
Par  m.  J    LIOU ville 


t .  On  demande  une  expression  simple  du  nombre 

des  représentations  d'un  entier  donné  n,  par  la  forme 

c'est-à-dire  une  expression  simple  du  nombre  des  solutions  de  l'é- 
quation 

n  =  jc-  -i- ;-^  -h  ^z^  -+-  4^% 

où  JC,  j  ,  z,  t  sont  des  entiers  quelconques  positifs,  nuls  ou  négatifs. 
Comme  cette  équation  peut  s'écrire 

«  =  x^  4- r'-h(20'  +  3zS 
on  comprend  qu'elle  se  rattache  à  l'équation 

pour  laquelle  le  nombre 

des  solutions  a  été  donné  dans  le  cahier  d'avril.  Mais,  ici,  nous  n  ad- 
mettons plus  pour  Z  que  des  valeurs  paires;  et  cela  change  beaucoup 
l'état  de  la  question. 

2.  Soit  d'abord  ii  impair,  et  posons  de  toutes  les  manières  possibles 
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'équation 


l^n  —  P  -h  3y-, 
en  y  prenant  pour  i  et  j  des  entiers  impairs  positifs.  La  somme 


2{-.)" 


^ 


relative  aux  diverses  valeurs  de  i,  et  que  nous  désignerons  par  la 
simple  lettre 

jouera  ici  un  rôle  utile.  Nous  la  préférons  cette  fois  à  la  fonction  a, 
relative  à  y,  pour  n'avoir  pas  à  distinguer  les  deux  cas  de  «  ^  i  et 
de  72^3  (mod.  4)-  Je  trouve  en  effet  que,  dans  le  cas  de  n  impair 
quelconque, 

N  (/i  =  .Z'-  -t- j-  +  3z'  4-  4^')  =  -  N  [n]  +  T. 

Si  donc  on  fait,  comme  dans  le  cahier  d'avril,  n=:ynt,  in  impair 
premier  à  3,  on  aura,  suivant  les  notations  employées  dans  ce  cahier, 
pour  le  nombre  demandé 

N(/2  =  x-  +  7"  +  3z-  -^4t-), 

l'expression  explicite 

m  —  1  ~ 

i[3^-_(_.,^(ç)]U+(-.r~j2-- 

3.  Qu'il  s'agisse  maintenant  d'un  entier  impairement  pair 

2.3^w. 

Je  trouve  qu'alors  il  y  a  égalité  entre 

N(2.3'^/71  =  a:'-  -hj-  4-  32-  +  4z.-)' 
et 
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En   vertu   d'une   formule  donnée  aussi  dans  le  cahier  d'avril,   on  a 
do 


ne 


N(2.3'^ 


m  =  .ï  -  -h  ) 


3z'  +  4'')  =  [3''"-  +  (-./(^)j2;. 


Pour  un  entier  pairement  pair, 

n  =  2°'3'^/«,     a  >  r, 

il  faut  eneore  recourir  au  cahier  d'avril,  car  on  trouve  que,  dans  ce 
cas, 


a  >  I, 


Dans  le  cas  de 

la  valeur  explicite  de 

N  (i"  6^  m  =  X-  +_)•-  +  3z^  ^l\f') 


est  donc 
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SUR  LA  FORME 
Par  m.  J    LIOUVILLE. 


1 .  La  détermination  du  nombre 

N  [n  =  a:-  -h  'if'  +  4-'  +  4^') 
des  représentations  d'un  entier  donné  a?,  par  la  forme 

:r^  4- 37--  + 4s^  +  4^-, 
est  très-simple  quand  on  fait  usage  des  fonctions 

introduites  dans  le  cahier  d'avril  à  l'occasion  de  la  forme 

jc'-  -\-  j'^  -\-  z'  +  3/-, 
et  de  la  fonction 

No(«) 

dont  on  a  donné  la  valeur  dans  le  cahier  de  mai  en  s'occupant  de  la 
forme 

x^  -^-  f'  -\-  z^  -\- \  1 1- . 

2.  Considérant  d'abord  un  entier  impair  l\g-\-  \,  on  prouve  sans 
peine  que 

N  (4é: 4-  .  =  ^^  +  3j^  +  \z'  +  4^'^)  =  ^N„ (4è'  +  •). 

Ainsi,  ayant  reconnu  que 

No(9)  =  3o, 

Tome  VIII  (-j*  série).  —  Juin  i863.  24 
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on  est  en  droit  d'atïlruier  que 

N  (9  =  y-  H-  :i  )^  -+■  fiz-  -h  fit'-)  —  10, 
et  cel;i  est  confirmé  par  les  équations 

9  =  (±::^)'^  -+-  3.0-4-4.0'-  +  4-o% 

9=(±  ,)'^  +  3.o'-^H-4(±  \Y  +  ^{±i)\ 

dont  la  première  fournit  deux  re|)résentations  et  la  seconde  huit   re- 
présentations de  l'entier  9  sous  la  forme  voulue. 

De  même,  avant  trouvé 

No(i3)=36, 

on  en  conclura 

N(i3  =  .ï-  +  3)-  +  4r.-+  i<-)  =  12; 

ce  qui  s'accorde  avec  les  équations 

i3  =  (±  i)^H-3(±:2)-  +  4.0-^  +  4.0% 
1 3  =  (  ih  3)-  -h  3.0-  -h  4  (  rh  I  )-  +  4.0-, 
1 3  =  (  ±1  3)=*  -i-  3.0=^  +  4.0*  ^  4  (  ±  I  )% 

dont  chacune  fournit  quatre  représentations. 

,">.   Pour  un  entier  impair  4g  -t-  ^?  on  établit  aisément  l'équation 

N(4g+3  =  .r^  4-3/-=+  \z'  -^lit')=  N  (4^^-4-3) -No  (4g: +  3). 
Ainsi,  ayant 

N(3)=:IO 

et 

No{3)  =  8, 

on  devra  avoir 

N  {3  =  jc-  +  3j-  ^-  42-  +  4^*)  =  2. 

C'est  l'équation 

3  =  o-  +  3(±i)2+  4.02  +  4.0-^ 

qui  fournit  ici  les  deux  représentations  annoncées. 
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De  même,  puisque  l'on  a 

N(7)  =  ia, 
et 

No(7)  =  o, 
on  en  conclura 

N(7  =  .r^  H-  '5  y-  -h  4^^  -h  4'^)  =  ï '- ; 

ce  qui  s'accorde  avec  les  équations 

7  =  (  ±1  2 )=^  +  3 (  ±1  I  )^  +  4  o-  +  4.0-, 

7  =  0-  +  3(±:  l)-H-4(±:  I)'  +  4.0% 

7_=:o'-^  +  3(+  .)'  +  4-o-^  -+-4(±  Ij% 

qui  donnent  pour  l'enlier  7  douze  représentations. 

4.   Passons  aux  entiers  pairs;  et  d'abord  observons  que  l'équation 

2  {2g  -h  1)  =  jc"^  -h  [\j-  -h  4z'  +  4  ^' 

étant  évidemment  impossible,  on  a 

1\  [2(2^^+  i)  z=x--  H-  3j-  +  /iZ--\-  /ii-\  =  o. 

Nous  n'avons  donc  à  nous  occuper  que  des  rruiltiples  de  4,  «  =  4^- 
Or,  pour  eux,  on  prouve  facilement  que 

N  (4i^  =  X- -+- 3 j^' 4-  42'  +  4^')  =  ^{g)  -^  2N'(g). 

Si  donc  on  pose 

^.=  2"  S'' m, 

m  étant  un  entier  impair,  non  divisible  par  3,  et  l'exposant  a  pouvant 
se  réduire  à  zéro,  on  tirera  des  formules  du  cahier  d'avril  cette  con- 
clusion explicite  que  la  valeur  de 

N(4.2='-3^7z  =  x-+  3j--+-42--^  +  fi/') 


i88 

est  égalo  à 
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3/3-^'_(_,)«+^('|)" 


(-0 


1 


on 


désiene,  on  s  on  souvient,  la  somme 


relative  aux  groupes  de  diviseurs  conjugués  d,  â  de  l'entier  m  =  Hâ. 
Par  exemple,  on  a 

N  (^4  =  -^r-  +  '^J-  -i-  \  zr  +  ^  /-  )  =  I  o  ; 
et,  en  effet,  les  équations 

4  =  V  —  '  )'  +  ^  (  —  '  V-  -h  4.0-  +  4.0-, 

4  =  (dz2)''H-  3.0'  +4.0-  H-4-0% 

4  =  0=*  +  3.0-  -f-  4  (  =t  I  )^  H-  4.0-, 

',  =  O-^  +   3.0=^  +  4.0-  +  4  (  3t    I  )' 

fournissent  pour  l'entier  4  f^ix  représentations  sous  la  forme  voulue. 
On  trouve  aussi 

N  (12  =  X-  +  '5j-  +  4^'^  -t-  4^')  =  3o, 


résultat  aisé  à  vérifier.  Mais  je  ne  veux  pas  pousser  plus  loin  ces  cal- 
culs. 
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SUR  LA  FORME 
Par  m.  J.  LIOUVILLE 


1 .  On  demande  le  nombre 

N  («  =  2  j:-  +  2  j-  +  3  z-  4-  4  t' ) 
des  représentations  de  n  par  la  forme 

2X-   +  if-  -h  SZ^  +  [\t-, 

c'est-à-dire  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

//  =  2,x-  H-  ly-  H-  '3z'-  -t-  4  <% 

où  jf,  J ,  z,  i  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou  négatifs. 
Cette  question  ne  peut  nous  offrir  aucune  difficulté  quand  il  s'agit 
d'un  entier  pair  n  =  1^.  En  effet  l'équation 

2g  =  ix'-  -t-  1  y'-  -v-  3z.^  -h  [\l'- 

exige  que  z  soit  pair.  Soit  donc  z=  2z,,  d'où 

2^^  =   2X"^  H-  2J'-   H-   \1z\-\-  [\i-  \ 

en  divisant  par  2  et  changeant  Tordre  des  deux  derniers  termes,  notre 
équation  reviendra  à  celle-ci 

g  =  X-  +  j'^  +  2<-  +  6z^. 

Or  cette  dernière  équation  a  été  discutée  dans  le  cahier  d'avril  (p.  124). 

2.  Désormais  donc  nous  supposerons  l'entier  n  impair,  et  en  em- 
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|)loyanl,  comuio  dans  l'article  précédent,  les  expressions 

et 

introduites   dans    les   cahiers  d'avril  et  de  mai  pour  représenter  les 
valeurs  respectives  de 

N(//=:x--hj-*  +  z-  -f-3/-) 
et  de 

N(/^  =  .r--h;-=^-hc•^+  i  •->./"), 

nous  ol)ti<îndrons  facilement  la  solution  de  notre  problème. 
Soit  d'abord 

On  démontrera  aisément  que 

Ainsi,  par  exemple,  ayant 

N(5)  =  48 
et 

No(5)  =  2'^, 
on  en  conclura  que 

^{5  =  2x'-h2r^  -h  35^  +  4<')  =  «,■ 

ce  qui  s'accorde  avec  les  équations 

5  =  2(±:  i)2-h2.o2  +  3(±:  i)=  +  4.o' 
et 

5  =  2.0=^  + 2  (±:  i)2  +  3(±i)2+4.o% 

qui  fournissent  pour  l'entier  5  huit  représentations  sous   la   forme 
voulue. 
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De  même  ayant 

N(9)  =  78 
et 

No(9)  =  3o, 
on  est  assuré  que 

N  (9  =  20:-  +  aj-  H-  32"  -h  4^-)  =  16; 
et  c'est  ce  que  conBrment  les  identités 

9  =  2  (±  1  )^^  4-  2.0^  -f-  3  (  ±:  I  )-^  -+-  4  (±  0% 

9=2.0^+2(dz    l)^-  +  3(=b   1)^+4(1-    1)% 

qui  fournissent  pour  l'entier  9  seize  représentations. 

5.  Soit  à  présent 

«  =  4g:  +  3. 

On  prouvera  sans  peine  que 

N(4§'+  3  =  2,x^-h2r-  +  3z-  +  4i-)  =  N(4g--}-  3)  -  No  (4^  +3). 

La  question  proposée  sera  ainsi  complètement  résolue. 
Par  exemple,  ayant 

N(3)  =  10 
et 

No(3)  =  8, 
on  en  conclura  que 

N(3  =  2x-  -h  2j-  ■+■  3z-  H-  l\t-)  =  2, 

ce  qui  est  vérifié  par  l'équation 

3  =  a.o^  +  2.0" -f- 3  (±  1/ +  4.o^ 

De  même,  comme  on  a 

N(7)  =  i2 
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et 

on  peut  èlro  assuré  que 

N  (  7  :=  2  X-  4-  2j'-  -h  3  z"'^  -h  4  <^  )  =  I  2  ; 
les  identités 

et 

n  =  a.o-  -h  2.0-  -h'.)i±  i)-  H-  4(^  0"'' 

confirment  ce  fait. 
Avant 

N(ii)=z48 

et 

No(fi)=24, 

on  en  conclura  semblablement 

résultat  facile  à  vérifier.  Mais  en  voilà  assez  sur  ce  sujet. 

Il  n'est  pas  nécessaire  d'ajouter  que  l'on  n'aura  qu'à  remplacer  nos 
fonctions  auxiliaires  par  leurs  valeurs  connues  pour  arriver  dans 
chaque  cas  à  une  formule  explicite  donnant  directement  la  valeur  de- 
mandée de 

N  ( /i  =  2  x'-  -+-  ij'^  H-  3  z-  -(-  4  <^  ) . 
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REMARQUES  NOUVELLES  SUR  LA  FORME 


JC' 


-+-  y-  -+-  z-  -h^t-; 


Par  m.  J.  LïOIjVILLE. 


1.   Dans  le  cahier  d'avril,  où  nous  nous  sommes  d'abord  occupés 
de  la  forme 

.X-  +  j-  +  z-  4-  3 ^- 

et  de  quelques  formes  qui  se  rattachent  à  celie-là,  nous  avons  déter- 
miné non-seulement  le  nombre  complet 

N(;.) 
des  solutions  de  l'équation 

n  =  jc-  -\-j-  -I-  :;*  H-  3/^ 

où  n  est  un  entier  donné  et  x,  j-,  z,  t  des  entiers  quelconques  posi- 
tifs, nuls  ou  négatifs,  mais  séparément  aussi  le  nombre 

N'(/0 

des  solutions  de  cette  équation  pour  lesquelles  z-  4-  ?>t^  est  un  entier 
impair,  et  le  nombre 

N"(//)  =  N(rO  -  N'(/i) 

de  celles   pour   lesquelles    z--\-Zt-   est  un    entier  pair.    En  posant 
n  =  2°' 3'  m  [m  impair,  premier  à  3),  ou  a 


N  [n]  =  [■• 


3^- 


f_  i)"-^^^  '"^ 


2  H-  (—  I 


a  -f-  ,3  - 


et 


N'(«)  =  2^-  [3'^-^'  -  (-  1)^-^^  (l)l2, 


Tome  VIII  (2^  série).  —  Juin  i863. 


V 

4^ 
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en  désignant,  pour  ahrôj;or,  par  la  simple  lettre 

1 

la  soniiue 

ou,  si  l'on  vent, 

2(1)''. 


^6 , 
relative  aux  groupes  de  diviseurs  conjugués  ^/,  â  de   l'entier  ///  ==  dâ. 

2.    Nous  plaçant    ensuite  à   un   autie   point  de    vue,    nous    avons 
cherché,  dans  le  cahier  de  mai,  le  nombre 

lies  solutions  de  l'équation 

n  =  jc'^  -I-  j 2  -1-  2^  -1-  3 1- 

pour  les(juelles  t  est  pair,  ce  qui  revient  à  chercher  le  nombre  total 
des  solutions  de  l'équation 

n  =  .r^  -h  j-  -h  z^  -+-  I  2/% 

on  .*•,  j  ,  r,  t  sont  des  entiers  quelconques. 

Si  Ton  demandait  au  contraire  le   nombre  des  solutions  de  l'équa- 
tion 

n  =  .T-  -f-  j'^  -h  z^  -H  St"^ 

pour  lesquelles  t  est  impair,  nous  répondrions  naturellement   que  ce 
nombre 


est  égal  à 


N(^^)-N„(A^). 


En   continuant  à   poser  «  =  2'^3''w,  nous  avons  trouvé  que  pour 
a  >•  1  l'on  a 
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Le  cas  de  a  =  i  est  résolu  par  la  formule 

Enfin  le  cas  de  a  =  o,  ou  de  n  impair  =  S'^m,  le  seul  qui  offrît  des 
difficultés,  a  exigé  l'introduction  d'une  fonction  numérique  nouvelle 

que  nous  avons  représentée  par  la  simple  lettre 


et  qui  se  rapporte  aux  entiers  y,  impairs  et  positifs,  qui  peuvent  figurer 
dans  l'équation 

4«  =  /'  +  3/-, 

ou  rentier  /  est  aussi  impair  et  positif.  On  a,  en  effet,  dans  l'hypo- 
thèse de  Ji  impair  : 


5.  Les  fonctions  numériques 

N'«),  N'(//),  N,(/^),   W(n\  ^,[n), 

dont  les  trois  premières  déterminent  les  deux  autres,  sont  très-impor- 
tanles,  et  nous  ont  été,  comme  on  l'a  vu,  de  la  plus  grande  utilité  pour 
l'étude  de  plusieurs  formes  nouvelles.  Trois  fonctions  numériques 
d'un  haut  intérêt  ramenées  à  des  expressions  simples,  trois  questions 
essentielles  (tout  à  fait  distinctes)  complètement  résolues  et  donnant 
lieu  sans  beaucoup  de  peine  à  de  nombreux  corollaires  et  à  des  dé- 
veloppements curieux,  voilà  ce  que  contiennent  au  fond  les  quatre 
feuilles  rlu  cahier  d'avril,  les  deux  dernières  feuilles  du  cahier  de  mai 
et  les  deux  feuilles  qui  précèdent  celle-ci.  Mais  il  sera  bon  d'ajouter 
encore  quelques  remarques  et  de  pénétrer  ainsi  plus  profondément 
dans  le  cœur  du  sujet. 

25.. 
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Monirons  d'abord  comment  on  pent  diviser  en  quatre  classes  les 
solutions  de  l'équation 

/;  =:,*•-  -i-j'  +  :.-  +  3/-\ 

que  nous  n'avions  jusqu'ici  divisées  qu'on  deux  classes,  sous  un  double 
aspect,  il  est  vrai;  ce  qui  conduit  naturellement  à  la  division  en  quatre 
classes. 

En  effet,  l'entiei-  t  peut  être  pair  ou  impair,  et  la  somme  r-  -|-3j?^ 
peut  aussi  être  paire  ou  impaire.  La  distinction  des  deux  cas  relatifs 
à  f  a  été  laite  au  moyen  d'un  indice  o  ou  i  appliqué  à  la  lettre  N,  et 
celle  des  deux  cas  relatifs  à  z'-  H-  3/'-  au  moyen  d'un  accent  double  ou 
simple.  Employons  h  la  fois  ces  deux  notations,  et  nous  aurons  ob- 
tenu la  division  en  quatre  classes. 

Je  désigne  donc  par 

K  ('0 

le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

//  =  jc-  -+-  y-  -f-  z-  -h  3/- 

})our  lesquelles  /  <'t  :;-  -\-'5i'^  sont  à  la  fois  des  entiers  pairs,   c'est-à- 
dire  pour  lesquelles  /  et  z  sont  pairs. 
Il  est  clair  que 

est  précisément  le  nombre  complet  des  solutions  de  l'équation 

n  =  X-  +  j-  -\-  l\z-  -\-  12 1\ 

où  les  entiers  X,  j-,  £,  /  seraient  quelconques.  Or  ce  nombre,  nous 
l'avons  donné  à  la  fin  du  cahier  de  mai.  La  valeur  de 

n;(/o 

est  donc  connue. 

Pour  n  impair  4g  +  3,  on  a 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  197 

tandis  que  pour  /z  =  4ê^  +  • ,  1  on  trouve 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

^"o('0  =  ^^{n)+  2(7. 

Pour  71  inipairement  pair,  71  =  2  [2g  -+■  i),  la  formule  est 


ou,  SI  J  on  veut, 

I 
2 


Enfin,  pour  7i  pai rement  pair,  la  formule  est 

n;(/z).-=n„(«), 

ou  bien,  en  faisant  n  ^=  l\g, 

n;(4^)  =  n(§). 

4.  Le  nombre 

Kin) 
des  solutions  de  l'équation 

n  =  x'^  -+-  y-  +  s-  H-  3  t- 

pour  lesquelles  t  est  pair  et  z  impair  (d'où  z^  -+-  3^^  entier  impair)  est 
maintenant  facile  à  calculer;  car  on  a  évidemment 

d'où 

De  là  résulte,  pour  n  multiple  de  4,  ^^  =  këi  l'équation 

.    n;(4^)  =  o, 

ce  qu'on  voit  à  priori  devoir  être. 
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Pour  //  inipaiicinent  |);iir,  n  =  i  [-àg  -h  i),  la  loriimlc  est 

l*oijr  n  iiupaif  4o  -H  3,  on  a 
ou.  si  l'on  v(Mil. 

Enfin,  pour  n  =  l\g  -h  \ ,, 

c'est-à-dire 

r>.    Poiw  tiouvei'  lo  notnbro 

N'.  (,0 
(les  solutions  de  l'équation 

n  =  .%'-  -\-  y-  -h  z^  -h  3/- 

pour  lesquelles  /  et  2-  -h  ')  f-  à  la  fois  ont  une  valeur  impaire,  c'est-à- 
dire  pour  lesquelles  t  est  impair  et  z  pair,  on  observera  que 

N',  (/o -hn;(/o=n'(«:, 

ce  qui  donne  la  formule 

n\(//^  =  n'(.v)-n;,(«), 

ou  le  second  membre  est  actuellement  connu. 
De  même,  le  nombre 

relatif  au  cas  de  /   impair  et  de  z-  -h  3t^  entier  pair,  c'est  à-dire  de  t 
et  z  impairs  à  la  fois,  s'exprimera  par 
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on  bien  encore  par 

Ees  quatre  nombres  partiels 

lS;(/2),   K,(n),   N\  (;•/),    N",  (//.), 
dont  le  total  fait 

sont  donc  connus  séparément;  et  cela  doit  servir  à  résoudre  plus  d  un 
problème  digne  d'intérêt.  On  peut  en  effet  varier  de  bien  des  ma- 
nières les  questions  relatives  à  la  représentation  des  nombres  par  une 
forme  donnée,  en  imposant  aux  indéterminées  de  la  forme  des  condi- 
tions particulières,  au  lieu  d'admettre  indifféremment  tous  les  nombres 
entiers.  Or,  quand  ces  conditions  portant  sur  une  ou  plusieurs  des 
indéterminées  .r,  j',  z,  ^,  ne  seront  relatives  qu'au  module  2,  c'est-à- 
dire  quand  il  ne  s'agira  que  de  distinctions  relatives  à  des  entiers  pairs 
ou  impairs  dans  le  calcul  du  nombre  de  solutions  de  l'équation 

n  =  X-  -h  j'  -\-  z'-  -h  3/.-, 
ce  calcul  sera  facile  au  moyen  des  fonctions 

]s;(//),  is;(/r),  ^\{n),  K\{ji), 

(>.  Pour  le  montrer  de  la  manière  la  plus  simple,  parcourons  tontes 
les  hypothèses  que  l'on  peut  faire  sur  les  valeurs  de  x,  j^  z,  f 
(mod.  2)  en  les  supposant  fixées  d'avance. 

On  peut  prendre  l'entier  t  pair  et  x^  j',  z  impairs.  Mais  l'équation 

f)  =  x'--\-j'--{-  z'  -h  '5t'- 

n'a  alors  de  solutions  que   si  n=^g-h'5,  et  quand  on  a  effective- 
ment 

n  =  lig  -h  3, 
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on  voit  tout  de  suite  que  le  nombre  des  solulior)s  est 

ou  bien  encore 
car  alors 

in;(/o  =  n„(/0. 

Le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

//  z=  x'-  -\-  j'  H-  z'  -+-  3^-, 

quand  on  exig;e  que  t  soit  pair  et  jr,  r,  z  impairs,  est  donc  égal  à 
N'„  («),  ou  à  zéro,  suivant  que  n  est  ou  n'est  pas  de  la  forme  4  g  +  3. 
On  peut  prendre  l'entier  t  pair,  ainsi  qu'un  des  entiers  oc^  j,  z,  les 
deux  autres  étant  impairs.  Prenons,  par  exemple,  t  c\  z  pairs,  .r  et  ; 
niipairs.  Alors  l'équation 

//  —  X-  -f-  )  -  H-  z^  +  3<- 

ne  sera  possible  que  si  «  =  4^^  -4-  2,  et  dans  ce  cas  le  nombre  des  so- 
lutions sera 

On  peut  exiger  qu'un  seul  des  entiers  x,  ;  ,  z  soit  impair  et  que  les 
(\eu\  autres  soient  pairs  aussi  bien  que  t.  Exigeons,  par  exemple,  que 
z  soit  impair  et  que  Jc^j,  t  soient  pairs.  Dans  ce  cas,  l'équation 

//  =  X--  H- J'^  +  z-  -h  3/'- 

ne  sera  possible  que  si  n  est  de  la  forme  l\g  -\-  i  ;  eA  pour  /^  =  4g^  +  •, 
le  nombre  des  solutions  sera 

Le  cas  où  l'on  prendrait  x,  j^  z,  t  pairs  à  la  fois  est  en  quelque 
sorte  insignifiant.  L'équation 

71  z=  x^  -h  y-  +  z^  -^  t"^ 

n'est  possible  alors  que  pour  n  multiple  de  l\.  Et  quand  n  =  lig^  on 


PURES  Eï  APPLIQUÉES.  201 

n'a  qu'à  faire  jc  =  2.r,,  ;•  =  ij  ^,  z  =  2z,,  /  =  2/,,   j)Our  ramener 
réqustion  proposée  à  celle-ci 

le  nombre  des  solutions  est  donc  N  (g). 

Prenons  â  présent  t  impair,  et  jc,  j,  z  pairs.  L'équation 

n  —  .X-  -h  7-'^  -f-  z-  -4-  '5t^ 
ne  sera  alors  possible  que  si  //  =  4^-1-3;  et  dans  le  cas  de 

le  nombre  des  solutions  dont  elle  jouit  est  évidemment 

ou  si  l'on  veut 

N,(/z), 
car  on  a  ici 

N',(/^)  =  N,(/0• 

Mainteuant,  que  t  étant  impair,  un  des  entiers  x,  ^,  z  soit  impair, 
les  deux  autres  pairs.  Que  par  exemple,  avec  t  impair,  on  ait  z  impair, 
a:  et  7  pairs.  Dans  ces  conditions,  l'équation 

n  =^  3C'  -+-  )-  H-  z'-  H-  3 /- 

ne  sera  possible  que  si  «  =  4g;  mais  dans  le  cas  de  n  =  4§,  le  nombre 
des  solutions  sera 

N",  {n). 

Prenons  toujours  t  impair,  et  que  de  plus  deux  des  entiers  x^j",  z 
soient  impairs,  le  troisième  pair.  Que,  par  exemple,  avec  t  impair,  on 
veuille  avoir  x  et  j'  impairs,  z  pair.  L'équation 

ji  =  X-  -h  r"^  H-  Z'  +  3^- 
ne    sera    possible   alors    que    si    n  =  L\g-^\',    mais   dans  le   cas    de 

Tome  VIII  (2«  série}.  -  Juin  i863.  26 
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,^  —  /jg  +  I,  le  nombre  des  solutions  sera 

N',  [n). 

11  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  l'on  prendiait  a-,  )  ,  z-  et  /  iinpaiis 
à  la  fois.  Mais  avant  de  m'en  occuper  (et  de  le  développer  avec  quel- 
que étendue  à  cause  de  l'inlérét  qu'il  offre),  je  remarquerai  que  quand 
il  s'agit  d'entiers  impairs  on  n'a  aucun  avantage  à  leur  donner  le 
double  signe  ±  ;  admettre  le  double  signe  j)our  une,  deux,  trois  ou 
quatre  indéterminées  impaires,  c'est  tout  simplement  iloubler,  qua- 
drupler, nuiltiplier  par  8  ou  par  i6  le  nombre  des  solutions  (jui  au- 
raient lieu  sans  cela  :  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  entiers  pairs,  à 
cause  du  zéro. 

7.   Supposons  donc  que  voulant  représenter  par  la  forme 

■r-  -^J-  -h  z-  ^  ?>/' 

un  entier  donné  //,  on  n'admette  pour  .r,  j^  z,  t  que  des  entiers  im- 
pairs et  positifs.  Quel  sera  dans  ce  cas  le  nombre 

.X(//) 

des  représentations?  Il  est  bien  clair  qu'il  sera  nul  si  n  n'est  pas  de  la 
forme  8/  -f-  6.  Mais  quelle  est  la  valeur  de 

x(8/-h  6)? 

Pour  répondre  à  cette  question,  j'observe  d'abord  que  si  tout  en 
prenant  x,  j,  z,  t  impairs  dans  l'équation 

8/-H  6=r  x^  -f-j-  +  z^  +  3^% 

on  admettait  pour  ces  indéterminées  le  double  signe  ±,  le  nombre 
des  représentations  deviendrait 

i6x(8/+  G). 
D'ailleurs,  des  que  t  est  impair  dans  l'équation  proposée,  x,  j^  z  ne 
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peuvent  être  qu'impairs.  Donc,  en  ajoutant  à 

i6.)î>(8/+  6) 
le  nombre 

No(8/  +  6) 

des  représentations  pour  lesquelles  t  est  pair,  on  aura  le  nombre  total 

N(8/+-  6) 
des  représentations.  Je  conclus  de  là  que 

jb(8/  +  6)  =  ^[N(8/  +  G)-Noi8/  +  6)], 

équation  dont  le  second  membre  est  connu  par  nos  formules. 

Les  entiers  de  la  forme  8/  -t-  6  se  divisent  en  quatre  classes  qu'il  est 
bon  de  distinguer,  eu  sorte  que  notre  équation  se  décompose  dans 
les  quatre  suivantes.  On  a 

X  [2.3"^^' (.  2A •  + 5)]  =  ^^^^Ç^  2^ 


)U1S 


mais 


.% 


enfin 


ou 


5l[2.3^^(i.A-.)]  =  ^^Î^Ç^2, 


se  rapporte  successivement  aux  entiers 

11k  -]-  i ,      1 2 /-  H-  5 ,      1 2 A:  —  5 ,      \ik  —  i . 

On  admet,  bien  entendu,  pour  y  la  valeur  o  comme  les  autres  valeurs. 

26.. 
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On  exprime  aisément  que  dans  une  forme  proposée  un  entier  /  on 
r  doit  être  pair;  il  sultlt  de  le  remplaeer  par  2/^,  u  restant  entiei-  quel- 
conque, et  l'on  aura  ainsi  une  torme  nouvelle  à  étudier.  Comme  on 
ne  peut  pas  procéder  de  même  pour  les  entiers  impairs,  du  moins  en 
s'en  tenant  aux  formes  iiomogènes,  j'ai  cru  devoir  entrer  à  leur  suj(^t 
dans  les  détails  qui  précèdent. 
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SUR  LA  FORME 
Jc'-  -h  l\j'-  H-  I  2  2-  -(-  1 6 i-  ; 
Par    m.    J.    LIOUVILLE 


1 .   On  demande  le  nombre 

N  («  =  x^  +  4  J'  +  '  2 Z'  -h  i6t-) 
des  représentations  de  n  par  la  forme 

JC-'  -+-  [\f-  H-  I2Z-  -h  i6/-, 

c'est-à-dire  du  nombre  des  solutions  de  l'équation 

«  =  JT-  H-  4  >'   -h  I2Z-   -+-    l6/-, 

où  or,  ;",  z,  <  sont  des  entiers  quelconques. 

Cette  question  n  offre  aucune  difficulté  quand  n  est  un  entier  im- 
pair 4g"  +  3  ou  un  entier  impairement  pair  a  (oig  H-  i);  car  il  est  évi- 
dent que  dans  ces  deux  cas  on  a 

N  (/i  =  >r- H- 4.r" -+- I '-i-- -h  i6<- j  =  o. 

Le  cas  de  n  pairement  pair,  n  =  4^,  tist  facile  aussi  à  traiter,  car 
l'équation 

4§:  =  j:"-  -h  4^'  H-  12  1-  -H  i6^- 

exigeant  que  x  soit  pair,  on  n'a  qu'à  faire  x  ^=  iu  pour  la  ramener 
à  celle-ci 

qui  a  été  discutée  plus  haut,  dans  ce  cahier  même. 
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2.   Il  ne  reslo  plus  que  le  cas  de 

n  =  !ig-h  I. 

Celui-là  a  ses  difficiillés  propres.  Néanmoins,  dans  ce  cas  même,  nous 
arriverons  au  but  en  eujployant  les  fonctions 

N(«),  No(«) 

qui  représentent  respectivement  les  valeurs  connues  de 

N  (/i  =  X-  -H  y-  4-  z'^  -h  3/-  ) 

et  de 

No  {n  —  a-  ^f-  -h  z-  +  3^-). 

D'abord  on  posera  l'équation 

4(4gH- 1)  =  ''-^- 3/% 

où  /  et/  sont  des  entiers  impairs,  et  l'on  formera  la  somme 

que  nous  désignons,  pour  abréger,  par  a.  Ensuite  on  aura 

N(4g-H  I  =  a--h  4.r'  -f-  I2Z--4-  i6«-)  =  gNo(4ë  +  ')  +  (-  '/cr, 
eu  employant  la  fonction  No(«),  ou  bien  , 

en  employant  la  fonction  N(«). 

5.   Appliquons  à  quelques  exemples  l'expression 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  2fr 

du  nombre  demandé 

N(4ê^  -h  ï  =  3C'  -h  l\f^  +  I2Z-  +  \^t'^). 

Soit  d'abord  g^  =  o,  d'où 

4ê:  +  i  =  i; 
on  a  ici  c  =  i ,  N,,  (  i  )  =  6  ;  donc 

N(i  =  j:-  -t-  4j'  +  I2Z-  H-  i6^-)  =  1, 

ce  qui  est  exact. 

Soit  ensuite  g  =  r,  d'où 

4g+  :  =  5. 
On  a  cette  fois  a  =  o,  No (5)  =  24;  donc 

]N  (5  =  x^  +  4j-  +  I2Z-  +  i6^')  =  4» 

ce  qui  est  exact  aussi. 

Prenons  à  présent  g^  =  2,  d'où 

4é:  +  i  =  9. 

On  a  pour  ce  cas  7  =  —  3,  No(9)  =  3o;  donc 

N  (9  =  x-  -f-  4j'  4-  12  z"  H-  i6i-)  =  2, 

ce  qui  s'accorde  avec  l'équation 

9  =  (rb  3)-  +  4-0'  -f-  \i.o^  -f-  16. 0-. 

Soit  encore  g  =  3,  d'où 

4g-+-  I  =  i3. 

On  a  dans  ce  cas  o-  =  —  2,  Nq  (i3)  =  36  ;  donc 

N  (i3  =  0^'-  H-  4j^  +  123-  -I-  i6i-;  -—  8. 
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Lt's  équafions 

1 3  =  (  ib  3V-  -4-  4  (  dz  i)-  +  I  2.0-  -h  i().o- 
et 

K^  =  (rt  I  )*  4-  4-0*  -^  i:^(±:  i)"  +  i6.o^ 

confirment  ce  lait. 

Pour  g  =  4,  c'est-à-iiire 

4i,'^i  =  i7, 

on  a 

et 

No  (17)  =96; 
donc 

N  (  1 7  =  .r-  -h  4.  V"  -+-  '  ^ z'^  +  I  ^ ^' )  =  » <^>- 

Cela  est  confirmé  par  les  identités 

17  =  (it  I  )-  -h  4-<->'  H-  l'^-o"  -H  i6(±  i)-, 

\-  =  {±  i)-  -hi\{±  lY  -h  i-i{±  i)-  ^  16.0-, 

I  7  =  ('  1:  I  )-  -t-  4  (  —  2)^  -I-  ï  2.0"  H-  iG.o'''. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  calculs;  mais  nous  ferons  ob- 
server que  la  forme  qui  nous  occupe,  et  qui  peut  s'écrire 

dérive  de  la  forme 

X-^  _H  Y^  +  Z'^  +  3T% 

en  n'y  admettant  pour  Y  et  T  que  des  entiers  pairs  et  pour  Z  que  des 
entiers  pairement  pairs.  En  exigeant  pour  Z  une  valeur  pairement 
paire,  nous  sortons  du  cercle  des  questions  traitées  ci-dessus. 
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SUR  LA  FORME 

œ^^Zj--^  62;2  +  6i'^; 

Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


1.   Étant  donné  un  entier  quelconque  n,  on  demande  le  nombre  des 
représentations  de  n  par  la  forme 

c'est-à-dire  le  nombre 

N  («  =  x^  +  37^  -i-  Ç>z'  +  Ç>i^) 

des  solutions  de  l'équation 

fi  =  ce-  -h  3j*  4-  6z^  +  6i^ 

où  X,  >■,   s,  <  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou  né- 
gatifs. 

Comme  on  a 

œ^ -^  Zj^  ^Qz^ -\- Ç>i- ^3c^     (mod.  3), 

il  est  clair  que  la  forme  proposée  ne  peut  représenter  aucun  nombre 
^  1  (mod.  3).  On  a  donc  d'abord 

N  (37  +  2  =  x^  +  '^f''  -^Ç>-J  -^6t^)  =  o. 

Le  cas  de  n  multiple  de  3,  ou  de  /?  =  3<7,  est  facile  aussi  à  traiter. 
En  effet  l'équation 

3^:=  J72_^3J^+6z^^-6i'^ 

exige  que  x  soit  divisible  par  3.  Je  fais  donc  x  =  3jr,  ;  et  en  divisant 

Tome  VllI  (2*  série).  —  Juillet  i863.  2^ 
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par  3,  je  vois  que  notre  équation  revient  à  celle-ci  : 

q  =y-  -f-  -iz-  +  it-  -f-  '^x'\. 
V.w  d'autres  ternies,  la  valeur  de 

N(37  =  .r=^  +  3  )'^  -hGz-  +  6^-) 
est  égale  à  celle  de 

qui  a  été  donnée  dans  le  cahier  d'avril  (p.  129). 
2.   Ee  seul  cas  vraiment  difficile  est  donc  celui  de 

//  r=  3  (y  H-  I . 

J'ai  reconnu  cependant  que  dans  ce  cas  même  la  question  dont  nous 
nous  occupons  aujourd'hui  peut  élre  ramenée  à  une  question  déjà 
résolue.  Je  me  suis  assuré  en  effet  que  la  valeur  demandée  de 

N  (37  -h  I  =  .t-  4-  3_>-  +  i)z'  +  i'W) 

est  précisément  la  moitié  de  celle  de 

N(3(/  +  i  =  .r-  4-_;--  4-  -iz-  -{-  6l-) 

qui  a  été  donnée  aussi  dans  le  cahier  d'avril  (p.   la/j). 

D'après  cela,  si  Ton  considère  d'abord  un  nombre  impair  3^  -\-  i 
ou  plutôt  6/  4- 1,  et  si  l'on  désigne  par  la  simple  lettre 

1 

la  somme 

relative  aux  diviseurs  conjugués  r/,  â  de  l'entier 


1 
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on  aura 

N(6/+  \  =  x'  -h  3j2  +  6z^  +  6^=)=  a  2 

Ainsi,  pour  l'entier  i,  le  nombre  des  représentations  par  la  forme 
jc^  +  3j^  +  6z-  -h  6ù'- 
est  égal  à  2,  ce  qui  s'accorde  avec  l'équation 

I  =  (±:  l)^  +  3.0=^4-6.02+6.0-. 
Pour  l'entier  7,  relativement  auquel  on  a 

2  =  6, 

ce  nombre  devient  égal  à  12  ;  et  c'est  ce  que  confirment  les  identités 

7  =  (  ±:  2)-  +  3  (  ±:  1  )2  +  6.0-  +  6.o% 
7  =  (±  i)2_,_  3.02-1- 6(±  ,)2h_6.o2, 
7  =  (±  02  +  3.o2H-6.o2-+-6(d=  i)-. 

Pour  l'entier  i3,  on  le  trouverait  égal  à  28;  et  ainsi  de  suite. 
3.  Considérons  à  présent  les  entiers  pairs 

a   jn 

que  la  formule  3gf  -+-  i  peut  fournir,  ce  qui  suppose 

m  —  6/  +  1 

si  oc  =  iy,  mais 

m  =  6  /  —  I 

si  a  =  27  +  I .  Dans  tous  les  cas,  désignons  par  la  simple  lettre 

2 
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la  somme 


relative  aux  diviseurs  conjugués  r/,  â  de  l'entier  m  =  ttâ. 
En  distinguant  dans  6/  -f-  i  les  deux  formes 

12A  H-  I,      12 A  —  5, 

nous  aurons,  dans  l'hypothèse  de  y  >  o, 

pour 

//i  =  I  2  A  H-  r , 
tandis  que 

N  (a^'^w  =  x^»  -h  V  +  <3z-  +  6^-)  =  2  (2'''-hi)  2 

pour 

m  =  1 1  ^  —  5. 

En  distinguant  semblablement  dans  6/  —  1  les  deux  formes 

1 2  A-  —  1 ,      1 2  A -f-  5 , 
on  a 

pour 

m  =  1 2A'  —  1, 
mais 

pour 

/n  =  I  2  A:  -h  5 . 

On  peut  prendre  y  =  o  dans  ces  deux  dernières  formules.  Ainsi 

N  (2  «i  =  .T^ -i- 3j- +  6z- H- 6<^)  =  2  2 
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pour 

/7ï  =  11k  —  I , 
tandis  que 

N  {2111  =  JC-'  +  3jr-  H-  62-  4-  6^'  )  =  6  2 

pour 

m  =  12  k  -\-  5. 

En  faisant,  par  exemple,  m  =  5,  d'où 

2  =  4, 

on  trouvera  que  l'entier  10  peut  être  représenté  vingt-quatre  fois  par 
la  forme 

jc^  -+-  3j^  +  6z-  -h  6t'-; 
les  équations 

10  =  (±1  2)^  H-  3.0-  H-6  (±:  I  )-  +6.0-, 
10  =  (^±1  2)-  H-  3.0'^  +  6.0^  H-  (S(ih  i)-, 
io=(±:  i)-  +  3(±  i)-  +  6(±:  i)'^-+-6.o-, 
io  =  (±  i)--{-'5{±.  i/  +  6.o-  +  6(±i  t)^ 

confirment  ce  fait. 
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SUR  LA  FORME 

2jc'-  -h  3j=  H-  3r.^  -Jr  6/-  ; 

Par  m.  J.   LIOU VILLE. 


i.   Étant  donné  un  entier  quelconque  n,  on  demande  le  nombre 
des  représentations  de  n  pnr  la  forme 

o.x-  -h  3/-  -h  3z-  H-  6t^, 

c'est-à-dire  le  nombre 

N(«=  a.r-  ^  37=-f-3z'  -i-Gt'') 

des  solutions  de  l'équation 

/i  =  2.x-  -+-  3y^  -\-  3 z-  -\-  6 1^ , 

où  jr,  j,  z,  t  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou  négatifs. 
Comme  on  a 

IX-  H-  3/*  H-  3z'  +  i)t'-^  2x^     (mod.  3), 

il  est  clair  que  la  forme  proposée  ne  peut  représenter  aucun  nombre 
^  I  (mod.  3).  On  a  donc  d'abord 

N  (37  H-  1  =  2j:'  +  3/-^  H-  ?>z-  +  6^^}  =  o. 

Le  cas  de  n  multiple  de  3,  ou  de  «  =  3^,  est  facile  aussi  à  traiter. 
En  effet  l'équation 

3^  ^  ix^  +  3j2  +  3z^  -h  6i' 
exige  que  x  soit  divisible  par  3.  Je  fais  donc  a^  =  3jr,  ;  et  en  divisant 
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par  3,  je  vois  que  noire  équation  revient  à  celle-ci  : 

q  —  J"  +  z-  H-  2i-  +  Ç)x]. 

En  d'autres  ternies,  la  valeur  de 

N  (3(7  =  i.T'^  H-  3j-  -^  3  'J  H-  6^=^) 

est  égaie  à  celle  de 

N  [q  =  x'-  +J'  +  iz-  -h  6  /^  j 

qui  a  été  donnée  dans  le  cahier  d'avril  (p.  i  24)- 
2.   Le  seul  cas  vraiment  difficile  est  donc  celui  de 

n  :=  ?>q  -\-  2. 

J'ai  reconnu  cependant  que  dans  ce  cas  même  la  question  qui  nous 
occupe  actuellement  peut  être  ramenée  à  une  question  déjà  résolue.  Je 
me  suis  assuré  en  effet  que  la  valeur  demandée  de 

N  (3(7  ^-  2  =  2  j:--  -f-  3  )  -  +  3  z-  H-  6^-) 
est  précisément  la  moitié  de  celle  de 

N(39'  4-  2  =  x^  -h  2  )■-  +  iz^  -f-  3/-) 

qui  a  été  donnée  aussi  dans  le  cahier  d'avril  (p.  129). 

D'après  cela,  si  l'on  considère  d'abord  un  entier  impair  3^  -h  2,  ou 
plutôt  6/  —  I,  et  si  l'on  désigne  par  la  simple  lettre 

la  somme 


2(-')  '  (3)'' 

relative  aux  diviseurs  conjugués  ci,  â  de  l'entiei* 

6l-i  =  dâ, 
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on  aura 

N(6/-  1  =  •i.r-4-3jr2  +  3z^  -+-6/-)=a_2. 

Ainsi  j)()n!  l'onlier  f),  le  nombre  des  re|)résentations  par  la  forme 

a.r-  -h  3j'  -h  ^c"-'  +  G<^ 

est  égal  à  8,  ce  qui  s'accorde  avec  les  identités 

5  =  2  (  ±1  1  )-  -h  3  (  it  I  )-  4-  3.0-  H-  6.0- 
et 

5  = -2  (  d=  I  )- +  3.o^  4- 3  (  ±1  I  j- -f- 6.o^ 

5.  Considérons  à  présent  les  entiers  pairs 

t 

que  la  formule  3^  H-  a  peut  fournir,  ce  qui  suppose 

m  =  Gl  —  I 
si  a  =  2y,  mais 

m  =  6/-f-  I 

si  a.  =:  2j  -h  i .  Dans  tous  les  cas,  désignons  à  notre  ordinaire  par  la 
simple  lettre 

2 

la  somme 

relative  aux  diviseurs  conjugués  d,  â  de  l'entier 

m  =  dâ. 
En  distinguant  dans  6/—  i  les  deux  formes 
\ik  —  I,      12A:  -4-  5, 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  217 

nous  aurons,  dans  l'hypothèse  de  y  >  o, 

N  (2''^ m  =  2X-  +  3  r-  +  '3z-  +  6t-)  =  2  (2^''  -  0  2 
pour 

tandis  que 

N  {-a''^ m  =  ix"^  +  3  7--+  3s-  -4-  Gi-)  =  2  (•^'■•^  -^0  2 
pour 

/72  -r:  I  2  A'  +   5 . 

En  distinguant  semblablemenl  dans  6/  +  i  les  deux  formes 

I  •>.  A  +  I ,      \ik  —  5 , 
on  a 

pour 

m=  11k  -\-  I , 
mais 

pour 

7W  =  1 2  A  —  5 . 

On  peut  prendre  y  =  o  dans  ces  deux  dernières  formules.  Ainsi 

N  ( 2  w  =  2 X-  +  3j-  4-  3 s-  -I-  6 ;-  )  =  2  y 

pour 

/y/  =  1 2  A  +  I , 
tandis  que 

■    N(2/«z=  2x2  H- 3r'H- 3z' 4-6r-)  =  6  2] 

pour 

/r?  z=  1  2A  —  5, 

Tome  VIII  (i*  série).  —  Juillet  i8C3.  3 8 
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lin  taisant,  par  exemple,  m  =  7,  d'où 

2  =  6. 

on  trouvera  (jne  l'entier  i4  peut  être  représenté  trente-six  lois  par  la 
foinie 

2X-  -h  3  y-  -h  3z.-  -j-  ()/-  ; 
les  équations 


)--f-;5(=h2)'  +  3.o'  +  G.o% 

)-  +  3.o*-f-3(zh2)--h6.o% 
)'^-h3(ih  iy--t-3(dz  ,)-^  +  G(±:  0% 
)--h3(±  i)»  +  3(±:  i)2-f-(i.o% 


i4  =  -2( 

±  1) 

14  =  2 

.±0 

i4  =  2 

[±0 

14  =  2 

^±2) 

14  =  2 

(-.) 

confirnient  ce  fait. 
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SUR  LA  FORME 

.r- -h  3(j'''-+- £2  + /2). 

Par    m.   J.   LIOUVILLE. 


1.   Étant  donné  un  entier  quelconque  /?,  on  demande  le  nombre 
des  représentations  de  n  par  la  forme 

^'  +  3  (j- +  1.^  +  ^2), 
c'est-à-dire  le  nombre 

N[/z  =  x-4-  3  (j-^ +  £••'  +  r-)] 
des  solutions  de  l'équation 

n  =  X--  +  3  (jr*  -I-  z^  +  t-), 

où  X,  J',  z,  t  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  on  néga- 
tifs. Cette  question  n'offrira  aucune  difficulté  à  ceux  qui  feront  la  re- 
marque simple  que  les  deux  quantités 

^[n  =  jc'^  3(7=^  +  2^  +  /-)] 
et 

N  [in  =  ix"^  +  3j^  +  3z-  ^-  6^-) 

sont  égales  entre  elles.  Parcourons  cependant  les  divers  cas  qui  peu- 
vent se  présenter. 
Comme  on  a 

X-  -h  3  (j-  H-  z"  -h  f")  =  X-      (mod.  3), 

il  est  clair  que  la  forme  proposée  ne  peut  représenter  aucun  entiei- 
F=  9.  (mod.  3).  En  d'autres  termes,  on  a 

N  [3f/  +  2  =  X-  -h  3  (/^  -f-  -^  +  ^^)]  =  o. 

28.. 
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Lo  cas  de  «  =  3<y  esl  facile  aussi  à  traiter.  En  effet  Téquation 

3 Y  =  X-  -+-  3  (j-  +  z'  H-  /■-) 

exige  que  x  soit  multiple  »le  3.  Je  fais  doue  .r  =:  3.r,,  cl  eu  divisant 
par  3,  j'ai 

(j  =y-  -+-  z-  -h  t-  -f-  'd.r;. 

11  suit  de  là  que  la  valeur  de 

N[37  =  .r=»4-3(/^  +  z.-  +  ^»;] 
est  égale  à  celle  de 

N  (7  =  Jc-  -h  y-  +  s'  +  3/=) 

qui  a  été  donnée  dans  le  cahier  d'avril  (p.  io5). 
Soit 

n=  2°'3'^/i, 

m  étant  un  entier  impair,  non  divisible  par  3.  Si  l'on  a 

/3>o, 
la  valeui-  de 

N  [  2=^  3''  m  =  .X-  +  3  (y-  +  z-  +  /»  )  ] 

sera,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire, 


en  représentant  par  la  simple  lettre 


a  -h  /i  -+-  ■ 


-] 


2, 


la  somme 


2(-.) 


o  —  I 

2~    /  0 


^/ 
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relative  aux  groupes  de  diviseurs  conjugués  d^  â  de  l'entier 

m  =  d^. 

2.  Il  est  digne  de  remarque  que  cette  expression  reste  exacte  en  y 
supposant  jS  =  o.  Elle  conduit  alors,  comme  il  le  faut,  à  une  valeur 
nulle  quand  l'entier  n  ou  "f  m  est  de  la  forme  37-1-2;  et  voici  ce 
qu'elle  donne  quand  -i"- in  =  ?>q  -\-  1 ,  ce  qui  suppose 

/;/  =  6  /  -f-  l 

si  a  =  27,  mais 

m  =^Ç)l  —  i 
si  a  =  2  Y  -h  1 . 
Soit  d'abord 

/«  =  G  /  -h  1 , 

ce  qui  répond  aux  cas  distincts  de 

m  ==  \2/i  -\-  I 
et  de 

//i  =  1 2  /4  —  5 . 
On  a 

N  [i^'^m  =  X-  +  3  [f-  -H-  z"  H-  /^)1  =  2  (•2"''^'  -  1)  2 

quand 

m  =  i2A-  H-  T, 
tandis  que 

N  [i^'^m  =  a--'  +  3  (7-  +  z"  +  f-)]  =  2  (2"^+'  +  .)  X 

quand 

m  =^  iik  —  5.  ^ 

On  peut  prendre  y=^o  dans  ces  deux  formides.  Ainsi 

N  [m  =  JC'^  -+-  3  ( j-  H-  z=^  +  i^)]  =  2  2 
pour  fti=:  I  2  A'  -h  I ,  mais 

N[w  =  x-  +  3fj^  +  z'  +  /^)J  =  62 
pour  m  =  1 2  A  —  5-. 
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Soit,  par  exemple,  /«  =  i .  11  nous  viendra 

N  [  I  =  a'-  4-  3  (j-  -\-  Z'  +  t-)\  =  2, 
ce  (jui  s'accorile  avec  l'équation 

I  =  (=t  i)-  -f-  3(o-  H-  o"'  4-  o^) 

(jui  tloiuie  pour  l'entier  i  deux  représentations. 
Soit  encore  }n  =.  'j,  d'où 

2=6. 
Nous  aurons 

N  [7  =  x^-  +  3  (7-  -h  z=  +  /-)]  =  36. 

Or  les  identités 


7=(-2 

;  =  (±2 

7  =  (=t. 
7  =  (±i 


-  H-  3[(±  \  f  -\-o-  ^  0=^], 

-  +  3[o-  +  (±  i)-  4-  o-], 

-  +  3[d-  +  0-  -h(±  ij'^l, 

•^  +  3[(±ir+(-.r-+o-^j, 

^  +  3[(±>)-^  +  <>^  +  (±01, 


fournissent  effectivement  pour  l'entier  7  trente-six  représentations. 

5.  Soit  à  présent 

/72  =  6  /  —  I , 

ce  qui  comprend  les  deux  cas  distincts  de 

m  =  12/:  —  I 
et  de 

7/2  =  \-2k  -f-  5 . 
Je  trouve  que  l'on  a 

N  f  2-"''^'m  ==  X-  +  3  (j-  H-  z.^  +  i^)]  =  2  (2^-^^^  -  i)  2 
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quand 

m=  11k  —  I , 
tandis  que 

quand 

m  =  12k  -+-  5. 

On  peut  prendre  7  =  0  dans  ces  deux  formules.  Ainsi 

N  [2m  =  X-  +  3  {y-  -f-  z'  -h  t^)]  --=6^ 
pour  m  =  \2k  —  i,  tandis  que 

N  [2m  =  X-  +  3  [y-  -hz'-h  t'-')]  =  10  2 

pour  m  ^  12k  -\-  5. 

Soit,  par  exemple,  m  =  5  :  il  nous  viendra 

N  [10  =  j:^  4-  3  (7^  +  z-  +  ^-)]  =  J0.4  =  4o. 

Or  l'entier  10  peut  en  effet  être  représenté  de  quarante  manières  par 
la  forme 

jc2-+-  3(j^-f-z-^  +  ^^); 

c'est  ce  que  prouvent  les  équations 

io  =  {±2f-^3[{±.iY-^{±.iY  +  o'], 
10  =  (ih  2)^ -f- 3  [(+  i)'^  +  o- +  (±  i)-J, 

Pour  /«  =  I  r,  on  obtiendrait 

N  [22  =  jc^  +  3  (7-  -h  z-  +  i-)]  =  6  X  1 2  =  72;. 
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or  cela  s'accorde  avec  les  équations 

2<2  =  ■?:-  4-  ;^:»-  -h  i-  -h  1-) 

et 

1i  =  .]'  H-  .'i  (  l  -  -h  I  -  H-  o'-), 

(|iii  foiiniiroiU  pour  l'entier  22  soixante-donze  i-eprésentalions  si  l'on 
a  soin  d'y  atïecter  du  double  signe  ±  les  racines  des  carrés  qui  ne 
sont  pas  nuls  et  d'y  opérer  les  pernuilations  convenables. 

4.   Les  solutions  de  l'rquation 

//  =  .r^  -h  3(_r-  H-  r.-  H-  t'-) 

se  divisent  en  deux  clauses  suivant  que  z'-  -+-  t"^  est  mm  entier  pair  ou 
un  entier  impair.  Il  n'est  pas  inutile  d'avertir  que  l'on  peut  déterminer 
séparément  le  nombre  des  solutions  de  la  première  classe  et  le  nombre 
des  solutions  de  la  seconde  classe.  Le  total  est  connu;  il  me  suffira 
donc  de  dire  que  le  nombre  des  solutions  de  la  première  classe 
[z-  -+-  t'-  entier  pair)  est  égal  à 

IS  \ti  =  .r-  -+-  [\)-  -h  bz-  -h  Gt'-\  : 
la  démonstration  est  facile.  Or  la  valeur  de 

^[n  =  .x-+  3_r'-^-  6z'  -^Gf'] 
a  été  donnée  plus  haut,  dans  ce  cahier  même. 
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SUR   LA  FORME 

2X-  -4-   2JCJ  -+-  if-  H-  3  (Z-  +  i-)\ 

Par  m.  J.  LIOU VILLE. 


1.  Étant  donné  un  entier  quelconque  /?,  on  demande  le  nombre 
des  représentations  de  n  par  la  forme 

2X^  H-  ixy  4-  ij"^  +  3(z^  +  /-), 
c'est-à-dire  le  nombre 

N  {n  —  IX-  -f-  ixj  H-  2J^  H-  3  (z"''  -h  /-;] 
des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

^/  =  ix^  -\-  1XJ  +  ij-  H-  3  (z'^  +  i^), 

où  X,  ^,  z,  ^  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou  négatifs. 

Nous  avons  enseigné   quelques  pages  plus   haut,   dans  ce  cahier 

même,  à  calculer  le  nombre  des  représentations  d'un  entier  donné, 

par  la  forme 

x'^  +  3j*  +  Çiz-  H-  6/^ 

Nous  répondrons  donc  complètement  et  de  la  manière  la  plus  courte 
à  la  question  qui  nous  est  posée  ici  en  disant  que  la  valeur  de 

N  [«  =  2X-  H-  2jrr  -H  2J^  H-  3  {z^  -h  t-)\ 
et  celle  de 

N  (2«  =  X-  +  3^^  +  ^z"  -I-  6r-) 

sont  égales  entre  elles. 

2.  On  a 

N  (2«  r=  x^  4-  3/-  -h  6z-  +  6^=^)  =  o 

Tome  VIII  (2«  série).  —  Jdillet  i863.  29 
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quand  n  est  do  la  l'orme  3^/  +  i ,  parce  qu'alors  2//  est  1^^  1  fmod.  3 
H  suif  de  là  que 


N  [3^  H-  I  =  'ix-  +  ixy  -h  2j-  -\-  3  [z-  +  ^-)|  = 


o. 


Mais  pour  n  =  3</  et  pour  n  =  '5(]  -h  2  ou  trouvera  des  uombres  plus 
ou  moins  grands  de  représentations. 
Pour  n  :=  2,  on  a 

N  (4  =  JL-  -+-  3j*  H-  62-  H-  61-)  =  0, 

connue  le  prouvent  les  écpialions 

4  1=  (  ±  2)-  H-  3.o'^  -+-  6.0-  +  G.o- 
et 

4  =  (=t  I  )- H- 3(±  1)'- -hG.o' H- ().o'. 

L'entier  2  doit  donc  être  représenté  six  fois  par  la  forme 

2JC-  -i-  2a:j  -+-  2j'-  -I-  3  [z-  h-  C-). 

Voici  les  valeurs  de  JC,  j  ,  z,  i  pour  ces  six  représentations  : 

:t  =  r,  j- =  o,  z=o,  ^  =  0, 

j:  = —  I,  j- =  o,  z  =  o,  i  =  o, 

jr  =  o,  j=i,  z  =  o,  i  =  o, 

X  =  o,  7= —  I,  z=o,  ^  =  0, 

Jf  =  I  ,  }= —  I ,  z  =  o,  ^  =  0, 

.r  =  —  1,  j  ==  I,  z=o,  /  =  o. 

Pour  «  =  3,  on  trouve 

N  [3  =  2x'-  +  1XJ  -h  2  j'-^  +  3  (2--  H-  /'•')]  =  4, 
et  ainsi  de  suite.  Mais  je  n'insiste  pas  sur  ces  détails. 
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SUR  lA  FORME 

jt-^  +  xy  -^  y-  4-  3  (2-  +  i-); 

Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


1 .   La  détermination  du  nombre 

'N  [«  =  X-  +  xy  +  j-  +  3  (s-  H-  t-)] 
des  représentatiQns  d'un  entier  donné  «,  par  la  forme 

X-  +  xy  -h y-  +  3  (z-  +  i-  S 

ne  peut  nous  offrir  à  présent  aucune  difficulté;   car  il  est  pour  ainsi 
dire  évident  que  les  valeurs  de 

N  [n  =  X-  -h  xj  -h  y-  +•  3  (--  -t-  t'^)] 
et  de 

N  [2«  =  2.r-  H-  2xy  -t-  2y~  -t-  3  (z^  H-  ^-)] 

sont  égales  entre  elles.    Or  nous  venons   précisément  de  donner  le 
moyen  de  calculer  dans  tous  les  cas  la  seconde  de  ces  deux  valeurs. 
On  peut  aussi  revenir  directement  à  la  forme 

j:^  -t-  3j-  +  6z-  -\-  6t^ 
en  prouvant,  comme  il  est  aisé  de  le  faire,  l'égalité  des  deux  quantités 

N  [n  =  x^  -h  xj  -hj-  -h  3  (z-  -h  t^)] 
et 

N  (4/i  =  x^  +  3j^  +  6z^'  +  6^2). 

Tout  cela  est  trop  facile  pour  que  je  m'y  arrête. 

2.  Je  me  contenterai  du  seul  exemple  de  /2  =  i,   pour  lequel   nos 
formules  donnent 

1S  [\  =  x'^  -{-  XJ  -hj^  -f-  3  (z'  H-  t^)]  =  6; 

29.. 
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or  je  trouve  en  effet  six  représentations  de  l'entier  i  par  la  forme 

Pour  ces  six  représentations,  on  a 

z  =  o,     /  =  o, 
et  les  groupes  de  valeurs  conjuguées  de  x,  y  sont 

.r=dni,       j  =  o, 

.r  =  o,       7==bi, 
.r  =  1 ,        7  =  -  i 

•^  =  —  •  »       J  =  I  • 


puis 

enfin 

et 
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SUR  LA  FORME 
Par   ai.    J.    LIOUVILLE. 


1.  Étant  donné  un  entier  «,  on  demande  le  nombre  des  représen- 
tations de  n  par  la  forme 

c'est-à-dire  le  nombre 

N  («  =  3.r=^  +  ?>j-  +  3z^  +  4/=) 

des  solutions  de  l'équation 

n  =  3a:^  +  3j-  4-  3z-  +  4^% 

où  X,  j ^  z,  t  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou  négatifs. 
La  réponse  à  cette  question  est  bien  facile  quand  l'entier  donné  7/ 
est  de  la  forme  3^  +  2  ;  car  on  a  évidemment 

N(37+  1^'^x''  +  'if  +  3r.^  -r  4^')  =  o. 

Il  est  facile  aussi  de  traiter  le  cas  de  tï  =  Zq.  En  effet  l'équation 

37  =  ?>x^  +  3j-  +  3z^-h4^2 

exige  évidemment  que  t  soit  divisible  par  3.  Je  fais  donc  i  =  3z/,  et  en 
divisant  par  3,  je  vois  que  notre  équation  équivaut  à  celle-ci  : 

q  ^=z  x"^  -^r  J^  -^  Z^  -\-  \i  u' . 
En  d'autres  termes,  le  nombre  demandé 

«(3^=  3x-  +  3j--  +  3z-  +  4^'j 
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équivaut  à  celui-ci 

N  (7  =  X-  -h;--  ^  z-  -V-  xit"^) 

que  nous  avons  déterminé  clans  le  cahier  de  mai  (p.  161),  où  nous  le 
désignons  plus  simplement  par 

N„(r/). 
Nous  écrirons  en  conséquence 

N(37=  3.r-  +  3j--4-3z--H  4/')  =  No (7). 

*i.  Reste  le  cas  de  n=^^q-\-  i.  Celui-là  seul  offre  des  difficultés 
spéciales.  Néanmoins,  dans  ce  cas  même,  nous  réussirons  à  ramener 
la  question  proposée  à  une  question  déjà  résolue. 

Considérons  d'abord  les  entiers  impairs  n  de  la  forme  87  4-  r ,  c'est- 
à-dire  soit 

«  =  G/  -H  I . 

Il  faut  alors  poser  de  toutes  les  manières  possibles  l'équation 

4(6/  +  i)  =  /^  +  3/'^ 

où  /  et  y  sont  des  entiers  impairs  positifs,  puis  former  la  somme 


Si-.) 


I  —  I 
i 


relative  aux  diverses  valeurs  de  /.  Cette  somme,  que  nous  désignerons 
par  la  simple  lettre  t,  sera  un  des  éléments  de  notre  calcul.  On  la  re- 
tranchera de  la  moitié  du  nombre  des  solutions  de  l'équation 

6/  +  1  =  x'  +  3(j2 +  2^  4-  «") 

dont  nous  nous  sommes  occupés  plus  haut,  dans  ce  cahier  même,  et 
l'on  obtiendra  ainsi  la  valeur  de 

N(6/-Hl=:3.Z---4-3j^+  'iz'  -f-4''), 
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savoir 


0  —  I 

'S 


En  désignant  donc  par 
la  somme 

relative  aux  groupes  de  diviseurs  conjugués  d,  â  de  l'entier 

6l-hî  =  dâ, 
on  aura 

N(6/+i  =  3a-- +  '\f-  -t-  32^  +  4i-^)=:2-T 
quand  /  est  paii-,  c'est-à-dire  quand 

61  -h  i  =  iik  -h  \, 
mais 

N(6/  +  I  =  3jc'  +  3j-  +  3s'-'  +  4^^)  =  3  2;  -  T 

quand  /  est  impair,  c'est-à-dire  quand 

6/-i-i  =  i2A"  —  5. 

Pour  /  =  o,  par  exemple,  il  viendra 

N(i  =  3jc^-  -{-  'hf  +  3z^-+-4^')=  1  -  1  =  o, 

ce  qui  est  évident  à  priori. 
Pour  /  =  1 ,  6  / -+- I  =  7,  on  a 

2  =  6; 
les  équations 

4.7=  r^  +  3.3^ 

et 

4  7  =  5^-f-3.i^ 
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donnent  d'ailleurs 

T  =  6. 

Il  viont  donc 

N  (7  =  '^x'  -h  :)  y-  -f-  '5zr  +  4  <•-)  =  ].6  -  G  =  I  2  ; 

c'est  ce  que  confirment  les  identités 

7  =  3  (±:  .)-  -H  3.0-  -h  3.0-  H-  4  (it  i)% 
7  =  3.0-  -H  3(  ±  I  /^  +  3.0^  +  4  (  rb  I  )-, 

7  =  3.0-  +  3.o'^  +  3  ( ±:  if  +  4  (  ±  I  )% 

qui  fournissent  pour  l'entier  7  douze  représentations  par  la  forme  qui 
nous  occupe. 

5.   Passons  aux  entiers  pairs  de  la  forme  3<y-hi,  et  d'abord  aux 
entiers  impairement  pairs, 

2(6/-l). 

Je  ramène  la  recherche  de 

N  [2(6/-  0=  3jc-  +  3r'  -h  3z'^  +  4<'-"j 
à  celle  de 

N(6/-  I  =  2JC-  -^'Sf  -h  3z-  +  6t-). 

La  valeur  de  cette  dernière  expression  a  été  donnée  plus  haut,  dans 
ce  cahier  même,  et  il  suffit  de  la  tripler  pour  avoir  celle  que  nous 
cherchons.  En  d'autres  termes,  on  a 

N['2(6/-i)  =  3x=-h  3j^4-32^  -h4^'J  =62 

la  simple  lettre 


représentant  la  somme 


si-'^'m-/. 


,3^ 

relative  aux  diviseurs  conjugués  <Y,  â'  de  l'entier  6/  —  i  =  dâ. 
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Ainsi,  par  exemple,  on  doit  avoir 

N(io  =  3.r=^+  37-2  +  '^z'  +  4^^)  =  24; 

et  cela  est  confirmé  par  les  équations 

10  =  3(  ±  1)^  +  3 (zb  i)-  H-  3.o'^  +  4  (=t  0% 

io  =  3(±0'  +  3.o^  +  3(±0'  +  4(±i)% 
I  o  =  3 .  o  -  +  3  (  ±  0 '-^  +  3  (  zh  1  )  -  +  4  (  zt  I  )  S 

dont  chacune  fournit  pour  l'entier  10  huit  représentations. 
De  même,  on  doit  avoir 

N  [11  =  3  Jf-  +  'iy-  +  3z-  +  4^-)  —  72; 

c'est  ce  qu'on  vérifiera  sans  peine  au  moyen  des  identités 

22  =  3.2^  -f-3.i-  -1-3. 1"  -\-  l\.\- 
et 

■22  =  3. 1-  -h  3.1-  -h  3.0^  -t-  4-2', 

en  y  affectant  du  double  signe  rb  les  racines  des  carrés  qui  ne  sont 
pas  nuls  et  en  opérant  les  permutations  convenables. 

4',  Les  entiers  pairement  pairs  de  la  forme  3^  +  1  peuvent  être  re- 
présentés, sous  la  condition  de  «  >  i ,  par 

2^«, 

m  étant  un  entier  de  la  forme  6Z  -h  i  quand  l'exposant  a  est  pair,  et  de 
la  forme  6/  —  i  quand  l'exposant  a  est  impair.  Cela  étant,  pour  avoir 

N(2"w=  3x--i-37^  +  3^-^-4-4^'), 
on  n'aura  qu'à  chercher 

N  [a'^-^w  =  or  4-  3  [f  +  i"  +  €-)\  ; 

il  est  évident  que  ces  deux  quantités  sont  égales  entre  elles,  et  la  se- 
conde a  été  donnée  plus  haut,  dans  ce  cahier  même. 

Tome  VIII  (ie  série).  —  Juillet  i863.  ^0 
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D'après  cela,  si  l'on  tlésigiie  par 

1 

la  somme 

relative  aux  diviseurs  conjugués  d,  &  de  l'entier  m  =  <Yc?,  on  aura 

N  (:,''^',n  =  3a-  +  3  r'-  -4-  3z-  -+-  lit')  =  i  (u''""^'-  i)  ^ 

si 

/w  =  1 2  Â:  -h  I , 
mais 

N  (a'^-^-'m  =  3x"  -+-  3r'  +  Sz'^  -h  ./i<'0  =  2{i'''-^'  +02 

si 

//^  =  12  A  —  5, 
puis 

N  (2"'"^'  m  =   3.x-  -h  3j^  +  3Z-^   +   /,<  =  )   :::=   1  (2'^-^  +  ^_   ,  )  ^ 

quand 

m  =  1  9.  A  —  I , 
enfin 

N(9."^^^/2  =  3x=-}-  3/'^  +  32'^ -^  4 «•-')  =  2(2^^-*-'+  ,)2 

quand 

/«  =  1 2  A  -+-  5 . 

On  adiriet  pour  y  la  valeur  o,  comme  toute  autre  valeur  >  o. 
La  première  de  ces  quatre  formules  donne 

N  (4  =  3a7^  +  Sy-^  -f-  32==  -i-  4^'^)  =  2, 

ce  qui  est  exact,  vu  l'équation 

4  =  3.0^  +  3.0''  -H  3.0^  -f-  4(rti)». 
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D'après  la  seconde, 

N  (28  =  3^=  +  3  ;-^  +  32^  +  kf)  =  36, 

ce  qu'on  vérifie  aisément  au  moyen  des  deux  identités 

28  =  3.2^  +  3.u-  +  3  o'-^  +  4.i-, 

28  =  3.2'-  H-  3.0'^  +  3.0^  -h  4-2% 

en  y  affectant  du  double  signe  ±:  les  racines  des  carrés  qui   ne   sont 
pas  nuls  et  en  opérant  les  permutations  convenables. 
D'après  la  troisième  formule, 

N(88  =  3.:f^  +  3.r'  +  3z-  +  4^')  =  7^; 
la  vérification  se  fait  facilement  au  moyen  des  deux  identités 

88  =  3. 4' +  3. 2'-^  H- 3. 2- +  4. 2-, 
88  =  3.22  +  3.2--'  +  3.o''=-f-/,.4-. 

Enfin  la  quatrième  formule  donne 

N(4o  =  '^x-  +  3j2-i-  3z.'^  +  4^')  =  40; 

et  les  équations 

4  o  =  3  (  ±:  2  )  -  4- 3  (  ±  2  )  ^ -f- 3  (  =t  2  )  ^  +  4  (  ±  I  )  % 
40  =  3  (±12)- +  3  (±2)^ +  3. 0^+4  (±2)% 

40  =  3  (=h  2)^  -+-  3.0^  +  3  (  rt  2)'^  H-  4  (  ±:  2)% 

40  =  3.0^  +  3 (  ±  2)^  +  3  (  ±  2)-  -+-  4  ( ±  2)= 

confirment  ce  fait. 

5.  En  traitant  de  la  forme 

X-  -t-  3(j^  H-  z-  +  û), 
nous  avons  déterminé  non-seulement  le  nombre  total 

N  [/i  =  x-H-3(r'-+-2-4-<')] 

3o.. 


a36  JOURNAL  DE  xMATIIEMATlQUES 

(les  solutions  de  l'équation 

n  =  x-  -\-  \\  [y-  4-  z-  +  <-), 

mais  encore  séparément  le  nombre  des  solutions  pour  lesquelles  Z'->r  t' 
est  un  entier  pair,  d'où  résulte  par  soustraction  le  nombre  des  solu- 
tions pour  lesquelles  :-  -h  t-  est  un  entier  impair.  On  en  conclut  facile- 
ment aussi  les  nombres  relatifs  à  x'-  -\-  3  y-  entier  pair  et  à  .r-  -h  3  }  - 
entier  impair;  car  x'-  -\-  3  v'  et  z^  H-  t-  sont  de  même  espèce  (mod.  2) 
si  l'entier  donné  71  est  pair,  et  d'espèce  opposée  si  n  est  impair,  de 
sorte  que  quand  on  fixe  la  valeur  de  x'  -1-  '^j-  (mod.  a),  on  fixe  par 
cela  même  celle  de  z-  -h  /',  et  vice  versa. 

Déterminer,  comme  nous  venons  de  le  faire,  la  valeur  de 

N  [n  =  3.r-  +  3_>--  -1-  3z-  +  l\t-), 

c'est  évidemment  déterminer  celle  du  nombre  des  solutions  de  l'équa- 
tion 

n  =  jf'  4-  3  (j-  H-  z-  +  t-) 

pour  lesquelles  .r  est  pair,  et  en  retranchant  ce  nombre  du  total  des 
solutions  nous  en  déduirons  le  nombre  de  celles  pour  lesquelles  .r  est 
impair. 

Dans  l'article  suivant,  nous  nous  occuperons  de  la  forme 

3  r '  H-  3  r''  -h  4 ^"^  +  '2 1'  ; 

par  là  nous  arriverons  à  obtenir  séparément  aussi  le  nombre  des  solu- 
tions de  l'équation 

n  =  x'-  -h  3  (  r'  -j-  z-  -^  t-) 

pour  lesquelles  j:^  et  y  sont  pairs  à  la  fois,  et  dès  lors  on  pourra  mu- 
tati^  mutandis  appliquer  à  la  forme 


X 


+  3  [f-  H-  Zr  -h  t' 


ce  que  nous  avons  dit  concernant  la  forme  x'-  -hj^  H-  z*  -t-  3t-,  dans 
nos  Remarques  nouvelles  insérées  au  cahier  de  juin.  En  un  mot,  on 
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peut  trouver  pour  un  entier  quelconque  ?i  le  nombre  des  solutions 
dont  l'équation 

n  =  jT-  +  3  (  j^  H-  z^  4-  1-) 

est  susceptible  quand  on  admet  des  valeurs  données  d'espèce,  rela- 
tivement au  module  2,  pour  une  ou  pour  plusieurs  des  quatre  indéter- 
minées x^  j,  z,  t. 

6.   Par  exemple,  il  est  intéressant  de  connaître  l'expression  très- 
simple  du  nombre  des  solutions  que  l'équation 

n  =  a:'-  H-  3  {y^  -h  z"  -h  i^) 

comporte  en  n'y  prenant  pour  x,  jk,  z,  t  que  des  entiers  impairs  et 
positifs.  Je  laisse  de  côté  le  cas  de  w  =  3^,  qui  ne  nous  apprendrait  rien 
de  nouveau.  Dès  lors  n  devant  être  à  la  fois  ^1  (mod.  3)  et  ^^  2 
(mod.  8)  ne  pourra  élre  que  de  la  forme  24^' H-  10.  Soit  donc 

n  =  it\k  -h  10, 
et  qu'il  s'agisse  de  trouver  le  nombre 

OL  [24A:  -+- 10  —  X-  +  3  (/-  4-  z-  -i-  t-)] 
des  solutions  dont  l'équation 

24  A-  H-  I  o  =  X-  -h  3  {j-  -I-  s-  -h  t'  ) 

jouit  en  n'y  prenant  pour  x,  j^  z,  t  que  des  entiers  impairs  positifs. 
Or  notre  analyse  conduit  à  la  formule 

X  [2kk  +  .0  =  x'^  4-  3  (j^  +  z^  4-  e)]  =  ^  2(-  I  ~  (^)  d, 

où  le  signe  sommatoire  s'applique  aux  groupes  de  diviseurs  conjugues 
d,  c?  de  l'entier  \2k-'r  S  =  dâ  dont  24A:  4-  10  est  le  double. 
Ainsi,  on  a 

X  [10  =  x=^  4-  3  [j--  4-  z'  +  t'^)]  =  I, 

ce  qui  s'accorde  avec  l'équation 

jo  =  I-  4-  3  (1-4-  1-4-  i-j. 
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On  a  ensuite 

ÙZ  [34  =  .r--'  -+-  3  {}■'  +  z-  -h  ^^)J  =  4  ; 

et  cela  est  vérifié  par  les  équations 

34=  ,•^4-3(3^+  i'+  1»), 
34=  i^*^3(i'^-^  i»+-3»), 
34=  r-'  +  3(i='  +  3=+  I»), 
34  =  5»-f-3(r^  +  r^+i»), 

On  a  (le  même 

X  \5S  =  .r^  +  3  {)■■'  -hz'  -\-  r-)]  =  7, 

résultat  confirmé  par  les  identités 

58=  ,2 -1-3(3^ +  3-^+  i^), 
58=  ,=  4-3(3'^+i'^-f-32), 
58=  r^  + 3(1^  +  3'^ +  3-^), 
58  =  5^  +  3(3^+  i^-f-  I*), 
58  =  5-  +  3(i^-H  3=^-4-  iM, 
58  =  5^  +  3(i2+  i'  +  3^), 
58  =  7^- +  3(1=^ -h  i^-f-  r^). 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  ces  calculs. 
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SUR  LA  FORME 

3jf^+  3j^+  42''  +  12^^; 

Par  31.  J.  LIOUVILLE. 


1.  La  détermination  du  nombre 

N (w  =  3^-  H-  3  j2  +  4^2  +  ,2/2) 

des  solutions  de  l'équation 

n  =  3j:^  +  3j^  H-  4s^  +  12/% 

où  71  est  un  entier  donné,  ne  peut  offrir  aucune  difficulté,  ni  quand  n 
est  de  la  forme  3q  -h  2,  ce  nombre  étant  évidemment  nul  alors,  ni 
quand  tz  =  3(/,  attendu  que  l'équation 

3^  =  3 j:- -t- 3jr"  +  4-2" -f- 1 2^' 
exigeant  que  z  soit  un  multiple  de  3,  z  =:  3z,,  revient  à  celle-ci 

q  =  jc-  +j-  +  4/^  H-  I2Z?, 

que  nous  avons  discutée  dans  le  cahier  de  mai  (p.  173). 

2.  Pour  un  entier  pair,  n  =  iiq,  la  question  se  résout  facilement 
aussi,  en  prouvant  que  le  nombre  demandé 

IS  (29  =  3x'^  H-  3j^  +  4z-'  +  12^'-') 

est  égal  à  cet  autre  nombre 

]N  (ç  =  2jf-  +  3j'  +  3z2  +  6/2), 

que  nous  avons  enseigné  à  calculer,  pour  chaque  entier  q^  dans  ce 
cahier  même. 


24o  JOURNAL  DE  MATHÉMAÏIQLF^ 

Reste  le  cas  de  ti  impair  et  de  la  forme  3<^  -f-  i.  On  peul  avoir 


on 


//  =  1  ta  A  H-  I 
n=^  1  2  A  —  5 . 


Or  il  esl  visible  que 

N  (  I  2  A-  H-  t  =  ;^  x"'  4-  3_  )-'  H-  [\  z^  -h  \it-)  =  o, 
et  l'on  s'assure  sans  peine  que  la  valeur  de 

N(i  2A-  -  5  =  3x-  +  3j^  -h  [^z'  ^\-j.t') 
est  les  àexw  tiers  de  celle  de 

N(i2A-  -  5  =  3x^  -h  3r  +  32=  H-  4<') 
que  nous  venons  de  déterminer  dans  l'article  précédent. 
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SUR  LA  FORME 

'3 X-  H-  4 J"'"  H-  1 2  s'^  -f-  I  2  ^-  ; 

Par  m.   J.   LIOLVILLE. 


1.  La  détermination  du  nombre 

.N(/Z=  3x-  +  4j-  -+-I2£^  +12^-) 

des  représentations  d'un  entier  donné  n,  par  la  forme 

3j?-  h-  4  J"'  +  1  2  z-  h-  I  it'-, 

ne  peut  nous  offrir  aucune  difficulté  quand  cet  entier  est  pair.   D'a- 
bord, s'il  est  impairement  pair,  l'équation 

«  =  3  X-  4-  f^y^  4-  1 2  z^  -f-  I  2  ^- 

est  évidemment  impossible,  de  façon  qu'on  a  dans  ce  cas 

N(«  =  3^-  + 4^r^  +  122^ -+- 12/-)  —  o. 

Soit  ensuite  n  pairement  pair,  n=.  l\q.  L'équation 

l\q  =  3 x^  H-  l\j-  +  1 2 5^  -f-  1 2  i- 

ne  peut  avoir  lieu  qu'en  prenant  x  pair,  x  =  2X,  ;  elle  revient  donc 
à  celle-ci 

q  —  j2  +  3s^  +  3t-  -+-  '5x1. 

En  d'autres  termes  la  valeur  de 

N(4^  =  3x-  +  4j'^  -t-  '2  2-  +   12^^) 
Tome  Vin  (2«  série).  -  Août  i863.  *  3l 


^4'^ 
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est  égale  à  celle  de 

]N[7  =  .r-4-3(.r'  +  ^'  +  ^')1, 
qui  a  été  donnée  dans  le  cahier  de  juillet  (p.  219). 

2.  Pour  n  impair,  la  question  n'est  pas  moins  facile.  D'abord  on  a 
évidemment 

N  (/i  =  '^y^  -+-  4j  '  -^  "2  2*  +  i-it-)  =  o 

quand 

Reste  le  cas  de 

et  celui-là  sera  résolu,  ou  du  moins  sera  ramené  à  une  question  déjà 
résolue,  si  l'on  observe  que  le  nombre  demandé 

N  (4^'  +   3   =   3X-  -h  f\  }  -  -+-   ['2i-  -I-   I2<-) 

est  la  moitié  de 

N  (-^1^^  -+-  3  =  3x'-  +  3j  -  H-  fiz-  -h  12/-), 
sur  quoi  voyez  les  dernières  pages  du  cahier  de  juillet. 
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SUR  LA  FORME 

X*  +  Sj'^  -I-  3z^  4-  I  2  /-  ; 

Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


1 .  On  demande  le  nombre 

N  («  =  X-  -4-  3j2  +  3s2  +  12^^) 
des  représentations  d'un  entier  donné  7i,  par  la  forme 

X"^  +  '^y'^  4-  3s-  H-  12/-. 

Pour  répondre  à  cette  question,  nous  remarquerons  d'abord  que  l'on 
a  évidemment 

N  (3^  +  2  =  .X-  +  3j>--  H-  3z-  +  12/^)  =  o. 

On  voit  aussi  que  la  valeur  de 

N  (3</  =  jc-  -h  3j>--  -(-  32-  +  12/-) 

est  égale  à  celle  de 

N  ((/  =  jc-  -\-y-  +  3s'  +  4^"^) 

que  nous  avons  déterminée  dans  le  cahier  de  juin  (p.  182). 
Le  cas  de 

72  =  3^  -h  1 

est  donc  le  seul  qui  reste  à  examiner. 

2.  Les  entiers  impairs  de  la  forme   Zq-\-\   se  divisent   en   deux 
classes.  On  peut  avoir 

«  =  1 2  A  -h  I 

3i.. 
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ou 

n  =  12A  —  5. 

Oii'il  s'agisse  de  l'un  ou  de  l'autre  de  ces  deux  cas,  nous  aurons  ^  in- 
troduiro  la  fonction 


Si-')  '  (I)''' 


relative  aux  groupes  de  diviseurs  conjugués  d,  â  do  l'entier  fi  =  (i&. 
Nous  la  représenterons,  pour  abréger,  par  la  sim|)io  lettre 


Nous  aurons  à  considérer  aussi  la  fonction 


/  — • 


où   le  signe  somniatoire  porte  sur  les  entiers  impairs  et  positifs  qui 
peuvent  appartenir  à  l'équation 

lin  —  i^  H-  3y-, 

dans  laquelle  l'entier  /  est  aussi  impair  et  positif. 
Cela  étant,  je  trouve  que 

N  [n  =  x'  -h  3j-^  -i-  '5 z-  -\-  \  1 1-)  =  ^  -h  c 
quand 


n  =  ]  2  k  -h  i  ; 


mais 


N  (az  =  x^  H-  3j^  -+■  3z-  -H  12/-)  =  3  2"^ 

quand 

«  =  12  A  —  5. 

Ainsi,  poiiV  «  =  i,  le  nombre  des  représentations  est 

1  -4-  I  =  2: 
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el  cela  s'accorde  avec  l'équation 

I  =  (±1  i)-  -h  3.0'-  +  3.0-  -h  12. G". 
Pour  «  =  1 3  =  1 2  -h  I ,  on  a 

el 

0-  =  —  1. 

H  doit  donc  y  avoir  douze  représentations.  Les  équations 

i3  =  (±  i)2  +  3(±2)-  +  3.o'^-H  i2.o%. 
i3  =  (ih  i)-  H-  3.0=^  -i-  3(±:  2)-  +  12.0-, 
i3  r=:  (d::  i}'  -h  3.0-  +  3.0-  -h  12  (±  I  )- 

confirment  ce  fait. 

Parmi  les  entiers  12  A'  —  5,  prenons  «  ==  7.  On  a  alors 

et 

ff  =  —  2 . 

Le  nombre  des  représentations  est  donc  cette  fois 

3.6  —  2  =  16. 

On  vérifie  qu'il  en  est  ainsi  au  moyen  des  identités 

7  =  (  ±:  1  )^  -I-  3  (  ib  I  )-  +  3  (  zt  ij-  -f-  I  2.0-, 
7  =  (±1  2)-  H-  3.0-  H-  3(dz  j  )-  -H  12.0-, 
7^(±:2)^-+-3(±  i)^  +  3.o--^  I2.0^ 

5.  Passons  aux  entiers  pairs  de  la  forme  3^  +  1  On  peut  les  repré- 
senter par  2'^ m,  m  étant  un  entier  de  la  forme  6 /-h  1  quand  a  est 
pair,  mais  de  la  forme  6Z  —  i  quand  a  est  impair.  Nous  désignerons 
toujours  par 

2 
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la  somme 


li-')  '  (î H' 


relative  aux  diviseurs  conjugués  ci,  &  de  l'entier  m  =  dâ. 
Pour  a  =  I,  on  doit  avoir  m  =  61  —  i,  c'est-à-dire 

u=  2(6/-  i); 

et,  dans  cette  hypothèse,  je  trouve 

N  {n  =  .r-  H-  ^}^  -h  '^z-  -+-  ï2t^)  =  2  2 

Ainsi,  pour  m  =  5,  d'où  n  =  lo,  on  doit  avoir  huit  représentations. 
L'équation 

io  =  [±  1  f  -h  "5  {±  lY  +  '^ {±.  i)-  ^  12.0=* 

confirme  ce  fait. 

Pour  m  =  1 1,  on  a  //  =  2-î;  et  l'on  doit  trouver  vingt-quatre  repré- 
sentations. Elles  sont  fournies  en  effet  par  les  équations  que  voici  : 

'2a  =  {±2y  -h^(±iY-^3{±  i)'-'  +  i2(±  i)% 
■21  =(rh4)'  H-3(±i)--+-3(±i)'-^+  i2.o^ 

Quand  il  s'agit  des  multiples  de  4,  nous  avons  à  distinguer  les  deux 
cas  de 

et  de 

7  pouvant  se  réduire  à  zéro.  Dans  le  premier  cas,  m  doit  être  de  l'une 
des  deux  formes 

laA-t-r,      12^—5. 

Dans  le  second  cas,  m  doit  être  de  l'une  des  deux  formes 

12  A  -I-  5,     12A  —  1. 
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Or  je  trouve  d'une  part 

^(i''^'m  =  jn'-+-  3;--  -f-  32"  + 12^-)=:  a(3.2''^^'-  i)^ 

quand 

m  =  \2k  -{-  i , 
mais 

^(2''-^'m.  =  x''  +  3  )■-  +  3z-  +  12^^)  =  2  (3.2"''^'-^  i)  2 

quand 

m  =  iik  —  5; 
et  d'autre  part  j'obtiens 

N  {2''^^n  =  .t'  -f-  3j'  -h  3s2  +  12/-)  =  2  (3.2"^^^+  i)  2 

quand 

m  =  I  2A -f-  5, 
mais 

N  (^y^^m  =  o:^  +  3/='  +  3z^  +  1 2^^)  =  2  (3.2'^-^+-^ -  i)  ^ 

quand 

m  =  11k  —  I , 

En  prenant  7  =  0,  on  a  les  formules  particulières  que  voici  : 

N  (4'«  =  jc-  -h  3/-  -f-  3s^  +  12^-)  =  10  y 

pour 

m  =^  12k  -\-  i  ; 
mais 

N  ( 4  /«  =  jc^  -f-  3 j^  H-  3 2-  H-  1 2  ^-)  =  1 4  T 

pour 

/w  =  1 2  A  —  5 . 

Puis 

N  (8//Z  =  o;'^  -h  3j-  4-  32-  -i-  12^-)  =  26  2 

pour 

//i  =  1 2  A  H-  5  ; 


enfin 
})Oiir 
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N  (8m  =  jc-  -h  3  }^  H-  32-  -h  \-2t'-  )  =  9.2  ^ 


m  =:  ij-k  —  I . 
La  première  de  ces  formules  particulières,  en  y  faisant  m  =  r,  donne 

N  (4  =  .r-  H-  3  )  -  -h  32-  -h  i-2t-)  =  10, 
ce  qui  est  vérifié  par  les  identités 

!\  —  [±  2)'^  ^  3.0^  -h  3.0-  -h  l'i.o-, 

4  =  (±  i)-  ^'  3  (ib  1)-  -h  3.0-  -+- 12.0-, 
4  =  (±:  1)'-  +  3.0-  -h  3  (±  i)-  -f-  I 2.0-. 


Je  me  contenterai  de  ce  seul  exemple. 
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^\^vv\v\^w«  v\A\)V%%v«v\/\v\^  w\  'Af>v\i  vv«'vv\vv%w«<w« vv%'VMvv\w%w\vv«'VV\ w\w\v\A  w» vvA\*^ vwwwv*  vv* ^'\^w^ \^-^ v\\  v\*\ \v\vx* 


SUR  LA  FORME 

œ'-  -h  ?>j^  -\-  \-2Z-  -\-  \it-  \ 

Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


1.   Le  nombre 

N  [n  =  x^  4-  3  j-  +  las-  -f-  I  2/^) 
des  représentations  d'un  entier  donné  n,  par  la  forme 

œ-  -\-  3^-  +  122'-  -h  1 2  ^-, 

est  évidemment  nul  quand 

/î  =  3  ^  +  2 . 

Le  cas  de 

n  =  '}>q 

est  facile  aussi  à  traiter,  la  valeur  de 

N  ( 3^  =  jc- -t- 3/- -f- 1 2 z-  H-  1 2  «^  ) 
étant  égale  à  celle  de 

qui  a  été  donnée  dans  le  cahier  de  juin  (p.  ï85). 
Nous  n'avons  donc  à  étudier  que  le  cas  de 

7Z  =  3^  -+-  I. 

2.  Commençons  par  les  entiers  impairs  «  =  3^  4-  i,  ou  plutôt 

«  =  6/  H-  I . 
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J'arrive  pour  eux  à  la  rorinule 

TS  [H  =  .i-  4-  3  J-  H-  12Z^  -f-  I  2/-)  =  2  -»-  0-, 


OU 


2 

représente  la  somme 

relative  aux  diviseurs  coujugués  d,  c?  de  l'entier  ri  =  <lâ,  tandis  que 

(7 

désigne  la  somme 

(|ui  concerne  lYHjiiation 

/\n  =  /-  +  3y- 

où  les  entiers  /  et  j  sont  impairs  et  positifs. 

Ainsi,  pour  n  =z  \ ,  on  aura  deux  représentations  :  elles  sont  fournies 
par  l'équation 

1  =    ±1  I  )■-  +  '5.o'^  H-  I  '?..o'-  -f-  I  ?..()*. 

Pour  n  =  'j,  le  nombre  des  représentations  sera 

6  —  -2  =  4; 
l'équation 

7  =  (rt  2)"'^  -h  3  (  ±  l)^  -h  I2.()'^  +  i2.o'^ 

confirme  ce  fait. 

5.   Le  cas  d'un  nombre  impairement  pair  ne  donne  lieu  à  aucune 
difficulté;  on  a  évidemment  alors 

K{fi  =  Jl-  -h  3j^  ■+-  la  2-  -h  i2t-)  =  o. 
Il    ne  reste   donc  plus  que   les  entiers  pairement  pairs  (de  la  forme 
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3^  -4-  I  bien  entendu)  lesquels  se  divisent  en  quatre  classes,  savoir 


avec 

1//  =  1 2  A  -f- 1      ou      1  2  Â  —  5 , 
et 

n  =  i''^'^  m 
avec 

/«  =  1 2  A  -+-  5     ou     1 2  A  —  I . 

De  quelque  classe  qu'il  s'agisse,  nous  représenterons  par  la  simple 
lettre 


la  somme 


2(-0'     W. 


relative  aux  diviseurs  conjugués  d^  â  de  l'entier  m  =  f/&. 
Je  trouve  d'une  part 

T^  (i'-'-^'m  =  a:'  -^  3r^  +  122^  +  12^^)  =  2  {i^''^'-  i)  ^ 

quand 

m  =  1 2  A  -h  i , 
mais 

1^  (9^^- m  =  jc' -h  37"-'-hi2Z--hi2i-)  =  li-^^'^-^'-h  i)2 

quand 

m  =  12  k  —  5 . 
D'autre  part 

quand 

/w  =  1 2  A  +  5 , 

32.. 
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et 

N  (i'-'^'-^ m  =  a-^  ^  3  y  -  -h  i2Z-  +  12/-)=  2(^''''^'-^-  \)  ^ 

quand 

ni  =  12/1  —  I . 

On  peut  piendre  y  =  o  dans  ces  formules.  Il  vient  ainsi 

N  [^{1)1  =  .r*  -h  3  r*  -h  I2Z*  4-  1  2<*)  =  6  2 

([uand 

m=  I  2  A  H-  I , 
mais 

N  4m  =  X-  -+-  3)-  H-  i2z'-  -f-  12/*)  =  10  2 

([uaïui 

/;/.  =  12/.  —  5  ; 
puis 

N  >  8m  =  .r^  +  3j^  +  1 2  z=^  -h  1 2^-  )  =  1 8  2 

quand 

wi  =  I  2  A  +  5 , 
enfin 

N  ,8m  =  Ji-  -h  3/-  +  i2z'-  H-  1  2^-)  =  i/|  2 
quand 

///  =  12/1  —  F  . 
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\.%j\\;\\i\/\^fi/\/\'y/>/s\xyVK^n^/\^Av^\/\/\\\\^/v\x\/\<\/\/\'s/\<\t\/\/\'\^^  w*  w»*fc\.w>'v\^w^w»'v\'* 


SUR  LA  FORME 

JC-  -h  1  2 y-  ■+■  I  2  s-  H-  12  C-  ; 

Par  m.  J.  LIOIJVILLE 


l.   La  détermination  du  nombre 

N  (/i  =  .r'-  H-  I  if-  H-  I  2  3-  -H  I  2  ^'  ) 

des  représentations  d'un  entier  donné  «,  par  la  forme 

x'^  H-  \ij-  H-  12  s'-  H-  iy/-, 
est  facile  à  présent.  On  a  évidemment 

N  (  /«  =  .r'^  H-  I  if-  +  1  2  s'-  +  1  a  ^-  j  =  o 

quand  n  est  de  la  forme  4^  +  3  ou  de  la  forme  3fy  +  2,  et  aussi 
quand  l'entier  n  est  impairement  pair.  Pour  /z  =  4^,  il  suffit  d'obser- 
ver que  la  valeur  de 

N  (47  =  j^'  -h  12^"  H-  12^'  +  yii') 

est  égale  à  celle  de 

N  [r/ =  .x--^  +  3  (  j^  +  z^-^^')] 

qui  a  été  donnée  dans  le  cahier  de  juillet  (p.  219).  Pour  /z  =  3^,  on 
remontera  au  cahier  de  juin  (p.  179);  car  la  valeur  de 

N  (3^  =  x^  +  \if-  +  122-  H-  12/-) 

est  égale  à  celle  de 

N(7  =  3a:2  +  4J'-^  4z'  +  4^'). 
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*I.   Le  cas  de  n  =  iif(  -\-  i  resle  donc  seul  à  examiner;  et  pour  ar- 
river dans  co  cas  au  but,  on  remarquera  que  le  nombre  demandé 

N  ( I ik -+- 1  =  y- -f- 1 3^'-  +  iiz-  -h  lit'-) 

est  égal  à  celui-ci 

N  (  I  i  /•  -h  I  =  X-  4-  '\j'-  -h  I  2  w*  4-  I  2  <"  ) 
dont  la  valeur  a  été  donnée  dans  l'article  précédent  ;  cette  valeur  est 

où 

désignent  respectivement  les  sommes 

0  I  /  —   1 


relatives  d'une  part  aux  diviseurs  conjugués  .'/,  â  de  l'entier 

12A  -h  I  =  (l^, 

d'autre  j)art  aux  entiers  impairs  et  positifs/  que  comporte  l'équation 

4(i2A  +  i)  =  /^-h3f, 
dans  laquelle  /  est  aussi  impair  et  positif.  ' 
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SUR  LA  FORME 
Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


1.  La  déterminalion  du  nombre 

N  («  =  3.r-  H-  4  j-  -+-  i  -i.  z'^  +  48 1-) 
des  représentations  d'un  entier  donné  /z,  par  la  foruie 

n'offre  aucune  difficulté  quand  cet  entier  est  impair  et  ^r^  i  (mod.  4  j-. 
ou  quand  il  est  impairement  pair,  ou  enfin  quand  il  est  ^e^i  (mod.  3  i; 
car  on  a  alors  évidemment 

N  [n  =  3x-  -h  4j'  -\-  \-2Z-  -h  48^-)  =  o. 

On  voit  tout  de  suite  aussi  que  la  valeur  de 

N(47  =  3.r-+4j"'  +  (2Z-  +  48^-) 

est  égale  à  celle  de 

N  (^  =  X-  -+-  3  j-  -h  '6z^  -h  i2t^) 

qui  a  été  donnée  plus  haut,  dans  ce  cahier  même.  Enfin  la  valeur  de 

JN  (37  =  3x-  H-  4  7-  +  I  '2  z-  4-  48/-  ) 

est  égale  à  celle  de 

N  ( 9  =  a'^  +  4j''  +  "2  2-  -h  \6i-) 

qui  a  été  donnée  dans  le  cahier  de  juin  (p.  2o5). 
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2.   Nous  n'avons  ilonc   à  nous  occuper    que   du   cas  île  n   impair 
—i:  3  (mod.  4)  et  fE?^  I  (mod.  3),  c'est-à-dire  du  cas  de 

/i  r=  I  2  A  —  5 . 

Ce  cas  exige  une  étude  spéciale;  mais  enfin  on  arrive  au  but.  Dans  les 
premières  pages  de  ce  cahier,  nous  avons  en  effet  donné  la  valeur  de 

N  (  1 2 A  —  5  =  3 y-  -h  4.r"  -h  I  2 2.'-  4-  \it'). 

Or,  si  l'on   en  prend  la   moitié,  et  qu'on  y  ajoute  ou   qu'on  en   re- 
tranche (suivant  (|ue  k  est  pair  ou  impair)  la  somme 

relative  à  l'équation 

4  1^1  'iA-  —  5)  -—  /-  -h  3/^ 

ou  /et  y  sont  des  entiers  impairs  positifs,  on  aura  précisément  la  va- 
leur demandée  de 

NjiaA  —  5  =  Sx-  +  l\r'-  -h  122-  -h  [\'6t'^). 
l.a  question  proposée  est  ainsi  complètement  résolue. 
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MÉMOIRE 

Sur  la  distribution  des  élasticités  autour  de  chaque  point  d'un 
solide  ou  d'un  milieu  de  contexture  quelconque,  particulière- 
ment lorsqu'il  est  amorphe  sans  être  isotrope; 

Par  m.  de  SAINT-VENANT. 


Présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le  lô.mars  i863  [*]. 


PREMIER    ARTICLE. 


§  P^    -    Oh]et. 

1.  Exposition.  —  L'élasticité  d'un  corps  solide,  ou  l'intensité  plus 
ou  moins  grande  de  la  résistance  qu'il  oppose  à  la  continuation  des 
dilatations  ou  déformations  supposées  très-petites  qu'on  lui  fait  subir 
en  divers  sens  à  partir  de  son  état  dit  naturel  (où  il  n'y  a  encore  au- 
cune pression  à  son  intérieur  ni  sur  sa  surface),  dépend,  en  chaque 
point,  d'un  certain  nombre  de  constantes  ou  de  coejJicieTits  qu'un 
raisonnement  péremptoire  de  George  Green  a  réduit  de  trente-six  à 
v/Vzgi  ei  M/2  inégaux  au  plus,  en  montrant  qu'il  y  a  entre  eux  nécessai- 
rement quinze  égalités  ;  sans  quoi  l'on  pourrait,  observe-t-il,  à  l'aide 
d'un  corps  élastique  dilaté  ou  déformé,  puis  ramené  à  son  premier 
état,  créer  de  toutes  pièces  du  travail  mécanique,  ou  produire  le  mou- 
vement perpétuel  sans  consommation  de  moteur  ni  de  chaleur  [**]. 

[*j  Comptes  rendus  des  séances,  t.  LVI,  p.  475- 

[**]  On  Propagation  of  Light  in  crystalliscd  Media,  i83g  [Transactions  of  thc 
Cambridge  Society,  vol.  VII,  part  II,  p.  122),  ou  Sur  le  Nombre  des  coefficients  iné- 
gaux, etc..  Note  insérée  aux  Comptes  rendus,  1 6  décembre  1861,  t.  LUI,  p.  1 107, 
Voyez,  aussi,  n°  2  ci-après,  p.  265. 
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Nous  disons  :  à  vingt  et  nn  nu  plus,  caria  plus  simple  considération 
des  accroissements  que  les  déformations  doivent  nécessairement  faire 
subir  au\  aclions  nioléculaiies  réciproques  ilont  l'élasticilé  dépend, 
et  qui  dépendent  elles-mêmes  des  distances  entre  les  molécules,  ou 
plutôt,  et  nécessairement,  entre  leurs  /Jom<f  élémentaires,  conduit  très- 
facilement  (dernière  note  du  n*^  2  ci-après)  à  six  autres  égalités  des 
mêmes  coefficients  deux  à  deux,  ou  à  leur  réduction  à  quinze,  ce  ([ue 
ne  contredisent  nullement  les  expériences  convenablement  interpré- 
tées. Mais  comme  ce  point  est  encore  controversé,  nous  en  rendrons 
indépendants  la  plupart  de  nos  calculs,  dont  plusieurs  conséquences 
seront,  au  reste,  de  nature  à  l'éciaircir  et  à  le  résoudre,  nous  le  pen- 
sons, dans  un  sens  opposé  à  l'opinion  qui  s'est  formée  le  plus  généra- 
lement depuis  peu  à  son  sujet. 

Or,  les  grandeurs  de  ces  coefficients  dépendent  des  directions  choi- 
sies dans  le  corps  pour  celles  des  coordonnées,  ordinairement  rec- 
tangles, entrant  dans  les  formules  qu'ils  affectent.  Trois  d'entre  eux, 
en  effet,  dits  d'élasticité  (ù'recte^  représentent  les  nombres  par  lesquels 
il  faut  multiplier  les  proportions  des  petites  dilatations  ou  contrac- 
tions opérées  dans  ces  directions,  pour  avoir  les  intensités  des  pressions 
ou  tensions  qu'elles  développent,  suivant  leurs  sens,  à  travers  les 
plans  qui  leur  sont  normaux;  et  les  dix-huit  autres,  appelés  d'élasti- 
cité iangentielle,  latérale,  etc.,  ont  des  significations  plus  ou  moins 
analogues,  que  les  formules  de  composantes  de  pression  ci-après  font 
ressortir. 

Qu'on  change  les  axes  coordonnés,  les  coefficients  prennent  des 
grandeurs  différentes. 

Nous  nous  proposons  principalement  : 

i*'  D'établir  (après  un  préambule  nécessaire  où  l'on  tient  compte 
d'éléments  ordinairement  omis  dans  la  théorie  de  l'élasticité)  des  for- 
mules, ou  plutôt  une  Jormide  générale  symbolique  très-simple,  servant 
à  déterminer  les  divers  coefficients  d'élasticité  pour  un  système  nou- 
veau d'axes  coordonnés  x' ,  j' ,  z\  étant  donnés  les  mêmes  coefficients 
pour  un  premier  système  d'axes  .r,  j^  z,  et  les  angles  des  axes  nou- 
veaux avec  les  anciens;  formule  donnant  même  plus  généralement  les 
coefficients  de  l'expression  d'une  composante  oblique  quelconque  de 
pression. 
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2°  De  représenter  par  une  surface  courbe  la  loi  de  variation  des 
principaux  de  ces  coefficients. 

3°  De  considérer  en  particulier  le  cas  d'une  distribution  en  quelque 
sorte  ellipsoïdale  des  élasticités  directes;  de  montrer  que  ce  cas  doit 
être,  au  moins  très-approximativement,  celui  des  corps  amorphes  ou 
à  cristallisation  confuse,  ou  des  milieux  occupés  par  une  matière  pri- 
mitivement isotrope  qui  a  été  comprimée  ou  dilatée  inégalement  en 
différents  sens,  et  de  faire  voir  que  lorsqu'il  a  lieu,  les  équations  de  l'é- 
quilibre intérieur  sont  aussi  facilement  intégrables  que  lorsqu'il  y  a 
égale  élasticité  en  tous  sens. 

If  De  déduire  des  formules  ainsi  obtenues,  ainsi  que  des  écjuations 
de  l'équilibre  d'élasticité  complétées  en  ce  qui  regarde  les  pressions 
antérieures  aux  déplacements,  des  conséquences  qui  paraissent  impor- 
tantes, concernant  certaines  conditions,  au  nombre  de  quatorze,  aux- 
quelles l'illustre  Green  a  proposé  d'assujettir  les  coefficients  dans  la 
vue  d'accommoder  exactement  les  résultats  de  l'analyse  des  vibrations 
lumineuses  avec  l'hypothèse  de  Fresnel  relative  à  la  direction  qu'elles 
suivent,  selon  lui,  jusque  dans  l'intérieur  des  milieux  biréfringents; 
de  montrer  qu'il  suffit,  pour  avoir  la  surface  d'onde  du  physicien  fran- 
çais, d'admettre  dans  le  milieu  éthéré  le  mode  de  distribution  des 
élasticités  dont  on  vient  de  parler  (3°)  et  qui  est  extrêmement  pro- 
bable; et  de  présentera  ce  sujet  des  considérations  pouvant  intéresser 
l'avenir  de  la  théorie  de  la  lumière,  comme  elles  intéressent  la  solution 
d'un  point  litigieux  de  la  théorie  de  l'élasticité. 

5"  De  faire  voir  que  les  coefficients  ou  modules  d'élasticité,  définis,  ;'i 
la  manière  de  Young  et  de  Navier,  yjar  les  résistances  à  la  traction  de 
petits  prismes  extraits  d'un  corps  dans  diverses  directions,  se  distri- 
buent aussi  ellipsoïdalement  dans  le  cas  d'intégrabilité  ci-dessus,  cas 
qui  intéresse  particulièrement  la  j)ratique,  puisque  ce  sont  des  solides 
irrégulièrement  cristallisés,  mais  non  toujours  isotropes,  qui  sont  em- 
ployés généralement  comme  matériaux  dans  les  constructions  [*]. 

[*]  Un  résumé  plus  complet  est  k  la  fin,  §  VI  ou  n"  30. 
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«^  II.  —  Formules  diverses  ou  entrent  les  coefjîcicnts  dont  l'élasticité 
dépend.  —  Établissement ,  de  plusieurs  manières ,  d'une  partie 
souvent  omise,  oàjigurent  si.v  constantes  complémentaires ,  (jui  sont 
les  composantes  des  pressions  pouvant  exister  antérieuremefit  aux 
déplacements  des  points. 

2.  Formules  des  composantes  de  pression.,  et  du  potentiel  des  actions 
intérieures.  —  Lorsqu'un  corps  élastique  est  dejormé,  c'est-à-dire 
dilaté,  fléchi,  etc.,  ou  que  ses  parties  ^oul  déplacées  les  unes  par  rap- 
port aux  autres,  mais  de  manière  que  les  distances  entre  celles  qui 
sont  tort  proches  n'augmentent  ou  ne  diminuent  que  dans  de  très- 
faibles  pro|)orlions,  les  trois  cotés  adjacents,  supposés  primitivement 
parallèles  à  des  coordonnées  rectangles  x,  j,  z,  d'un  quelconque  de 
ses  éléments  de  forme  parallélipipède,  changent  légèrement  de  lon- 
gueur et  aussi  d'inclinaison  mutuelle.  Appelons,  suivant  une  notation 
que  nous  avons  souvent  employée,  et  que  Caucliy  a  fini  par  adopter  à 
peu  de  chose  près, 

:>        D        :^ 

les  trois  dilatations,  ou  les  proportions  supposées  très-petites  des  allon- 
gements j)ositifs  ou  négatifs  de  ces  côtés  de  l'élément,  et 


fyzy 


:,xy 


les  trois  glissements,  c'est-à-dire  les  cosinus,  aussi  très-petits,  de  leurs 
angles  [j,  2),  (z,  x),  {x.,  jr)  devenus  im  peu  aigus,  ou  bien  ce  dont 
ces  angles  primitivement  droits  ont  diminué,  ce  qui  revient  bien 
aux  quantités  dont  les  côtés  opposés  deux  à  deux  des  trois  faces  adja- 
centes ont  glissé  les  uns  devant  les  autres  pour  l'unité  de  leur  distance. 
Soient,  de  plus,  en  nous  servant  d'une  notation  qui  nous  a  été  con- 
seillée par  Coriolis,  et  que  Caucliy  a  aussi  employée  finalement  (*), 

Pxxr      Pyy>       Pzz^       Pyz  — P^y  i       P^x  —  Pxzj       Pxy  —  Pyx 


[*]  Comptes  rendus,  10  février  i854,  t.  XXXVIII,  p.  829. 
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les  composantes,  dans  les  sens  jc,  j",  z,  des  pressions,  ou  plutôt  des 
tensions  ou  tractions  sur  l'unité  superficielle  de  trois  faces  perpendi- 
culaires à  ces  coordonnées,  la  première  sous-lettre  désignant  la  face 
par  sa  normale,  et  la  seconde  le  sens  de  décomposition,  pressions  qui 
ne  sont  autre  chose  que  les  résultantes  des  actions  s'exerçant  à  travers 
ces  faces.  Tout  le  monde  admet  que  si  les  pressions  ou  tensions  sont 
produites  seulement  par  les  déformations  éprouvées^  c'est-à-dire  si,  anté- 
rieurement, le  corps  se  trouvait  dans  l'état  dit  naturel,  où  aucune 
pression  intérieure  ni  extérieure  ne  s'y  exerçait,  cas  pour  lequel  nous 
les  distinguons  par  un  indice  supérieur  i ,  ou  par 

Pxx  1       Pyy  •>       Pzz   '        Pyz  '       P zx  »       Pxy  ' 

ces  six  forces  sont  fonctions  linéaires  des  six  déformations  élémen- 
taires '^xi  •  ■  •■)  §xx^  6n  sorte  que  si  l'on  désigne  par 


des  coefficients  qui  dépendent  de  la  nature  et  de  la  contexture  du 
corps,  et  qui  sont  constants  dans  tous  ses  points  s'il  est  homogène  [*], 
mais  fonctions  des  coordonnées  s'il  est  hétérogène,  on  a  les  formules 
suivantes  : 

Pxx  —  ^xxxj:  '■x"^  ^xxry  "y~T~  '^xxzz''  z  ~^  '^xxyz  ^yz    '     '^xxzx  §zx  ~i~  ^^xxxy  ^xy-i 
Pyy  =  ^yyxx  '^x  +  '^yyyy  "y  +  '^yyzz  "z  +  ^yyyz  ^yz  +  '^yyzx  §zx  ~^  ^yy  xy  ^xyi 

P23   ---  ^zzxx  *"  X  ~i~  '^zzyy     y    1     ^zzzz     z     >     "-zzyz  ^yz     '     '■'■zzzx  ^zx  ~^  "zzxy  i;xy> 

n  ^    —  ;i  ^    -4-  ;i  D    -4-  n  î)    -4—  'A  cr     -t—  n  o'      —I-  a  o- 

ryz —  "yzxx     x^^  "yzyy     y  ^^  ^'yzzz  ^z^^  "-yzyz  f  J2  ^^  ^^yzzx  ©zx  ^^  "yzxy  ^^xyi 

P ^x  ~~~  '^zxxx  '■\r~T~   '^zxyy  ''J    '     ^zxzz  *■  i:  ">     "zxyz  i^yz  ~t~  ^^zxzx  gzx  "■"  '^zxxy  ^xy: 

p       ^==  ^xyxx''  x~T'  ^xyyy    y'     "xyzz    z»     "xyyz  t^yx    '     *^xyzx  ^zx  ~f~  ^xyxy  bx/i 


[*]  Ou,  plus  exactement,  s'il  jouit  de  l'homogénéité  ordinaire  qu'on  peut  appeler 
parallèle  ou  rectiligne,  qui  fait  place  à  une  homogénéité  curviligne  (ou  semi-polaire, 
polaire,  etc.)  si  l'on  vient  à  courber  en  anneau,  en  tuyau  ou  en  sphère  creuse  une 
lame  du  corps  possédant  cette  homogénéité  ordinaire  que  nous  considérerons  seule 
dans  ce  qui  va  suivre,  et  qui  est  celle  des  cristaux  ou  au  moins  de  la  plupart  d'entre 
eux  (voyez  Comptes  rendus,  2i  mai  1860,  t.  L,  p.  980) . 
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qui  sont  généralement  admises,  disons-nous,  mais  par  des  raisons  di- 
verses ;  car  beaucoup  de  géomètres  les  poseni  en  (|uel(|ue  sorte  à  priori, 
regardant  leur  forme  linéaire  comme  une  conséquence  obligée  de  la 
petitesse  des  six  variables  ^,  g,  ou  des  déplacemenls  relatifs  des  points 
du  corps;  et  d'autres  les  déduisent,  plus  rationnellement,  des  faits  et 
de  la  grande  loi  physique  qu'ils  révèlent,  en  vertu  de  laquelle  les  ac- 
tions entre  les  points  matériels  sont  fonctions  continues  de  leurs 
distances  mutuelles,  et  dirigées  suivant  leurs  lignes  de  jonction  deux  à 
deux,  en  sorte  que  toute  dilatation  et  tout  glissement  très-petit,  qui 
cliançe  extrêmement  peu  les  distances,  développe  des  forces  propor- 
tionnelles aux  premières  puissances  de  leurs  petits  changements  et  par 
conséquent  de  ce  glissement  et  de  cette  dilatation  ;  raisonnement  dont 
la  traduction  analytique  complète  trouvera  sa  place  plus  loin  {■?.''  note 
du  n"  5). 

On  sait  aussi  que  si  l'on  appelle 


//, 


\',        H' 


les  projections  sur  les  .1 ,  y,  z  du  déplacement,  dans  l'espace,  du 
j)oint  dont  .r,  j,  z  étaient  les  coordonnées  primitives,  devenues  ainsi 
X  •+-  n,  Y  -ht',  z  -t-  Wf  et  si  ces  projections  sont  très-petites  pour  les 
pouits  de  la  petite  portion  de  corps  que  l'on  considère,  on  a 

(du  ^  di'        ^  div 


W' 


dx          ^' 

dy         ~         dz 

dv          di<' 
dl-^lh' 

div         du 

or 1 , 

»^-^         dx   ^  dz 

8^/  ~ 

du          de 
dy          dx 

Mais  nous  serons  dans  le  cas  d'employer  des  expressions  plus  géné- 
rales, pour  lesquelles  les  déplacements  absolus  11,  v,  w  dans  l'espace 
sont  aussi  grands  (ju  on  veut,  et  les  déplacements,  même  relatifs,  de 
deux  points  du  même  corps  à  une  distance  sensible  l'un  de  l'autre, 
peuvent  être  considérables  [*],  mais  sont  supposés  tels,  toutefois,  que 


[*]  Comme  il  arrive,  par  exemple,  quand  on  ploie  en  cercle  une  lame  mince  de  ma- 
nière que  les  deux  bouts  se  touchent,  ce  qui  peut  avoir  lieu  sans  lui  faire  perdre  la 
faculté  de  revenir  d'elle-même  à  son  premier  état  et  sans  que  les  formules  cessent 
(l'être  applicables  à  sa  flexion  [Comptes  rendus,  22  février  1847,  t.  XXIV,  p.  260). 
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la  condition  énoncée  de  proportion  très-petite  des  changements  de 
distance  entre  points  très-proclies  soit  remplie;  ce  qui  revient  à  ce  que 
les  dilatations  et  les  glissements  restent  très-petits  partout.  Alors  on  a 
pour  ces  quantités  les  expressions  suivantes  : 

du      I  V [diiy      /di>\-      /div\n 

^-  =  ^  "^  ^  Ll^ j '^  [dij  "^  v^ j  J  ' 

y  dy         ^  l\djj  \djl  \dy  j   J 


(3) 


div 


di>  dw  du  du  dv   dv  dw  dw 

o/^         dz  dy  dj  dz  dy  dz  dy    dz 

dw  du  du  du  dv  dv  dw  dw 

^^•^         dx  dz  dzr  dx  dz  dx  dz    d.x 

du  dv  du  du  dv   dv  dw  dw  pin 

a      rr: 1 -H 1 1 , 

^•^^        dy  dx  dx  dy  dx  dy  dx  dy   '-    -' 


[*]  En  effet,  si 

x^=x-^u,     y,:=zy  -+-  V,      z^  =  z -\- w 

désignent  les  coordonnées  nouvelles  du  point  [x,  y,  z)  supposé  place  à  un  angle  du 
parallelipipède  élémentaire  dont  les  côtés  adjacents  primitifs  très-petits  sont  x,  y,  ù 
parallèlement  aux  x,  y,  z,  l'on  a 

dXi  dyt  dzi 

dx      '  '        dx      '  dx 

pour  les  coordonnées  nouvelles  de  la  seconde  extrémité  du  côté  x,  ce  qui  donne: 
1°  Pour  la  longueur  nouvelle  de  ce  côté, 


\/(Ê^)'+  i^)'-' 


K(,  +  aj  =  xi/i;j-;)  +  i-j-:i-t-i-\ 


dz^  \  ''■ 
dx  J 


d'où 


//         du 

S/y^Tx 


y-(èy-(s^)- 


:>."    Pour  les  cosinus  des  angles  qu'il  fait  maintenant  avec  les  axes  fixes  x,  y,  z, 

dx,  du  dv  dw 

dx  dx  dx  dx 
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Il  est  également  facile  de  voir  que  si 

représeiile  ce  ([u'oii  appelle  quelquefois  V énergie  potentielle  ou  sim- 
plouient  le  potentiel  des  actions  intérieures  pour  l'unité  de  volume  du 
corps  au  point  (.r,  j,  z),  c'est-à-dire  si 

exprime,  pour  l'élément  dont  le  centre  est  en  ce  point  et  dont  les  di- 
mensions parallèles  aux  coordonnées  sont  x,  y,  z,  le  travail  total  que 
ces  actions  intérieures  produiraient  jusqu'au  retour  de  l'élément  à 
son  étiit  dit  imtiirel,  où  il  n'y  avait,  disons-nous,  aucune  pression,  et  si 
nous  désignons  par 

la  valeur  do  4>  dans  le  cas  pour  lequel  nous  appelons  ysj.^,  o!  ,  etc.,  les 
pressions  p^^.^  pyy,  etc.,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  les  déformations D,  g 
se  comptent  à  partir  de  cet  état  naturel,  l'augmentation  d(^* ,  due  à  des 
accroissements  infiniment  petits  d^;^^...^  d^y.^,...  de  ces  six  déforma- 
tions élémentaires,  a  pour  valeur 

(4)  r/o•=;>]_^//c\+^;^(Y.v+/^V^^^:=+^;/%^•^-Ax^g.^+■/>x^^gxr  f*]; 


et  des  expressions  analogues  pour  les  angles  des  dcu\  autres  côtés  y,  z  avec  les  axes; 
d'où,  pour  le  cosinus  de  l'angle  que  ceux-ci  font  maintenant  entre  eux, 

r/ii  fia  (le        fh  (l(v  du' 

(ly  ilz  dy       (Iz  dy  dz 


I  -h  t»^     I  +  ^£  I  -+-  t)^      I    H-  ^:  I  -f-  c\      I  4-  i). 

Ces  expressions,  vraies  quelles  que  soient  les  grandeurs  de  m,  i>,  w  ainsi  que  de  ^^c, 
\,  i).  et  de  g^j,  se  réduisent,  lorsque  ces  quatre  dernières  quantités  sont  très-petites, 
à  la  première  et  à  la  quatrième  des  expressions  (3),  comme  on  s'en  assure  en  élevant 
au  carré  i  +<)i,  et  en  multipliant  g^^  par  (i  -f- t»^)  (i  4-c)j). 

[*J  Car  les  actions  intérieures  font  à  chaque  instant  équilibre  aux  pressions /j^.j.,..., 
p'jy  sur  les  six  faces  de  l'élément,  et  le  travail  des  unes  est  égal,  au  signe  près,  au  tra- 
vail des  autres;  or,  pour  une  augmentation  rfDj  de  la  dilatation  !>-_  par  exemple,  les 
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ce  qui  montre  que  le  potentiel  ou  travail  <!>',  nécessairement  le  même, 
quand  la  quantité  de  chaleur  ou  de  force  vive  vibratoire  ne  varie  pas, 
pour  d'égales  valeurs  de 

<^xi        <^yi       <^z-i        ëx^i        ëz^-i        bJ:>"5 

ou  qui  est  ainsi  une  fonction  de  ces  six  variables,  a  pour  dérivées  par- 
tielles j  par  rapport  à  chacune  y  les  six  composantes  respectives  de  pres- 
sion 

PL      P'y^      PL^      PIz^      pL^      Par 
D'où 

d^^  d^xdi^r  c/Dx  <^/gj,-  dl^.d^xj  ddc 

ce  qui  donne  la  raison  des  quinze  égalités  deux  à  deux  suivantes  entre 
les  coefficients  a,  reconnues  par  Green  comme  découlant  bien  (n"l)  du 
principe  de  la  nullité  du  travail  total  après  retour  au  même  état  : 

/-.  j    ^yy zz  ^^^  '^zzyyi' • '^        '^xxyz  ^^^  '^yzxxT  "  y       ^zxxy         '^xyzxi 

\  etc.  etc.  au  nombre  de  i5, 

et  qui  reviennent  à  ce  qu'o^  peut  faire  permuter  le  premier  groupe 
de  deux  indices  ou  sous-lettres  avec  le  second  groupe  sans  changer 
la  valeur  d'un  coejjficient. 


deux  faces  xy  se  sont  éloignées  de  zd'^._,  et  les  pressions  pl^-'x.y  qui  s'y  exercent  pro- 
duisent un  travail 

ou  pi. d^^  par  unité  de  volume.  Et  si,  l'une  des  deux  faces  xy  restant  immobile,  le  glis- 
sement gjx  vient  à  augmenter  de  ^gjj,  l'autre  face  xy  chemine  de  zrfgjj  dans  le  sens  x, 
et  la  composante  tangentielle pi,. . xy  de  même  sens  produit  un  travail 

pl,..\y.zdi^,^; 

et  comme  aucun  espace  n'a  été  parcouru  dans  le  sens  z  par  les  faces  yz  qui  ont  en 
même  temps  tourné  un  peu  autour  des  arêtes  y,  il  y  a,  par  unité  de  volume,  un  tra- 
vail plxdgtx',  travail  qui  serait  le  même  au  total,  comme  il  esl  facile  de  voir,  si  les  deux 
faces  xy  éprouvaient  elles-mêmes  de  petits  mouvements  quelconques.  Ainsi  se  trouvent 
justifiés  les  divers  termes  de  l'expression  (4)  {voyez  l'observation  à  la  fin  du  n°  3) 
lome  VIH  (3*  série).  —  Aout  i863.  -^4 


(6) 
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Il  on  résulte  encore  l'expression  suivante  du  potentiel,  toujours 
(juand  les  pressions,  dans  l'état  qui  a  précédé  les  déformations  t>,  g, 
étaient  nulles  : 

l  '    .  2  '    ,  2  '  2 

!  +   ay.y,,:^y^j.^  -+-  a^^^.^cV.  g,.^  +   a^,  zx^z^zj:  +  «1.r:.-zxc\.  gz.r 

car  cette  expression  est  nulle  pour  les  ^,  g  tous  nuls,  et  elle  satisfait 
bien,  d'après  les  formules  (i),  à  l'équation  (4),  (jui  donne 

Elle  est,  comme  on  voit,  homogène  et  du  second  degré,  par  consé- 
quent à  vingt  et  un  termes  affectés  des  six  carrés  et  des  quinze  produits 
de  ses  six  variables. 

Green  la  pose  de  prime  abord,  en  supposant  que  la  fonction  <ï>'  doit 
se  développer  nécessairement  suivant  les  puissances  entières  des  varia- 
bles ;),  g,  dont  il  néglige  les  puissances  3  et  au-dessus,  et  dont  il  efface 
les  puissances  i,  qui  ne  doivent  figurer  que  lorsqu'il  y  a  des  pressions 
antérieures  aux  déformations.  Nous  avons  préféré  la  déduire  des  ex- 
pressions (i)  des  composantes  de  pression,  en  supposant  déjà  démon- 
trée la  forme  linéaire  de  celles-ci;  et  elle  se  démontre  complètement, 
comme  on  verra  au  n"  5,  en  calculant  le  travail  des  actions  s' exerçant 
de  molécule  à  molécule. 

Elle  revient,  au  reste,  d'après  les  expressions  (i),  à  la  suivante  : 

(7)       ^'  =  iP'.^^-^iPyy^y-^^^PL^z  +  ^Py.^yz  +  ~PLë^^  +  ^Pirg-r' 
qui  est  bien  aussi  l'intégrale  qu'on  obtient  de  l'expression  (4)  de  r/<l>', 
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en  supposant  que  les  pressions  jo^^, ...,  p^y  ont  crû  uniformément 
depuis  zéi'O  jusqu'aux  valeurs  qu'elles  possèdent  lorsque  les  dilatations 
et  glissements  ont  atteint  leurs  valeurs  Dar>---j  gor/»  ^oi  de  croissance 
qu'on  peut  toujours  admettre  en  négligeant  des  petites  quantités 
d'ordre  supérieur.  Et  cette  expression  (7),  différentiée  successivement 
par  rapport  à  :)^,  D^,. . .,  g^,^,  donne  bien  p]^,  p^^.----,  ply^  si  l'on  a  égard 
à  leurs  valeurs  (i). 

Les  six  égalités  complémentaires  entre  les  coefficients  a,  dont  nous 
avons  parlé  au  n°l,  et  qui  sont  fournies  comme  les  quinze  égalités  (5) 
lorsqu'on  calcule  les  pressions  comme  des  résultantes  d'actions  s'exer- 
çant  entre  les  molécules,  ou  plutôt  entre  leurs  points  composants,  sui- 
vant les  lignes  de  jonction  deux  à  deux  de  ceux-ci,  et  avec  des  inten- 
sités fonctions  continues  de  leurs  distances,  sont  les  suivantes  : 


(8) 


^yy  zz  —  "yzYZ^         "zzx.v  —  ^zxzxi        "xxyy  —  "xy  xy^ 
"xxyz —  "zxxy>        "yy  zx  —  "xyyz^        "zz  xy  "yzzx^ 


permettant,  comme  on  voit,  de  faire  permuter  à  volonté  même  une  des 
deux  premières  sous-lettres  avec  une  des  deux  dernières;  en  sorte  qu'en 
les  admettant,  ainsi  que  les  quinze  égalités  (5),  il  j"  a  égalité  entre  les 
divers  coejficients  possédant  les  mêmes  quatre  sous-lettres ,  quel  que  soit 
lordre  de  celles-ci  (car,  dans  tous  les  cas,  la  permutation  des  deux 
sous-lettres,  soit  dans  le  premier,  soit  dans  le  second  groupe  binaire, 
est  permise,  puisque  g^.-  est  la  même  chose  que  g^^,  et  qu'il  est  démon- 
tré, comme  on  sait,  que  py;.  r=y?.^). 

Ces  six  égalités  réduisent  les  coefficients  à  quinze  pour  le  cas  le 
plus  général  de  contexture,  et  à  un  seul  poiu^  la  contexture  isotrope, 
tandis  qu'il  en  reste  deux  pour  cette  dernière  contexture  lorsqu'on 
en  conserve  21  comme  lorsqu'on  en  conserve  36  inégaux  pour  le  cas 
le  plus  général. 

Ces  mêmes  égalités  complémentaires  (8),  ou  ces  réductions  des  coeffi- 
cients à  i5  pour  le  cas  général  et  à  un  seul  pour  l'isotropie,  se  sont 
offertes  aux  géomètres  dès  l'établissement  des  premières  formules  de 
la  théorie  de  l'élasticité.  Elles  n'exigent  nullement,  pour  être  prouvées, 
ces  '(  intégrations  autour  d'un  point  «  que  Navier,  Poisson,  etc.,  opé- 

34.. 
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raient  par  coordonnées  polaires  ou  sphériques  [*  j,  ni  même  la  consi- 
dération de  ces  sommes  ^  (n**  5  ci-après)  d'un  nombre  considérable, 
mais  fini,  de  composantes  d'actions  moléculaires  dont  la  constiuetion 
demande  (pieiquefois  qu'on  substitue  certaines  actions  à  d'autres  équi- 
valentes [**],  car  on  peut  les  prouver  sans  cela,  et  en  raisoiuiant  sur  les 
actions  effectivement  en  jeu  [***J. 


r*]  ISl.  Clrttisiiis  (  Ueber  die  Verâiifh'rtini^cn ...,  Sur  les  changonicnfs,  etc.,  Annales  de 
Poggendorjf',  vol.LXXVI,  p.  58)  a  irailliMirs  très-bien  justifie  ces  intégrations  en  on  nio- 
tlifiant  le  stMis,  à  savoir,  en  prenant  pour  limite  inférieure  de  la  coordonnée  linéaire, 
non  pas  zéro,  comme  s'il  s'agissait  d'une  matière  continue  cpii  n'existe  pas,  mais  l'in- 
tervalle moyen  entre  les  molécules  les  plus  voisines,  et  en  regardant  l'intégrale  comme 
remplaçant  non  pas  une  somme  particulière  relative  aux  diverses  molécules  cpii  en  en- 
vironnent une  seule,  mais  la  moyenne  d'un  très-grand  nombre  de  pareilles  sommes. 

[**]  Cette  substitution,  très-permise  mais  pouvant  prêtera  objection,  d'actions  émanant 
toutes  du  centre  d'une  petite  face  aux  actions  dont  les  directions  la  traversent  en  ses 
divers  points,  n'a  besoin  d'être  faite  (2"  note  du  n"*  5)  que  |)our  le  calcul  des  pres- 
sioiis.  KUe  n'est  nullement  nécessaire  [tf  ibid.  et  note  du  n°  4)  quand  on  établit  di- 
rectement, soit  l'expression  du  potentiel,  soit  les  écpiations  d'équilibre. 

[***]  Il  sulfit  pour  cela  de  démontrer  <pie  si  n  désigne  la  direction  d(;  la  normale  à 
l'un  des  trois  plans  coordonnés  ou  même  à  une  face  quelconque,  les  coelllcients  de  '^y 
et  de  g^„  par  exemple,  dans  l'expression  de  la  composante  y-i^^,,  parallèle  aux  a-,  de  la 
pression  sur  cette  face,  sont  les  mêmes  respectivement  (|ue  les  coefficients  de  g^,.,  de 
g.j  dans  l'expression  de  la  composante />„  de  la  même  pression  parallèlement  aux  j, 
ou  qu'on  a,  avec  nos  notations, 


a =  a. 


et 


Or,  pour  avoir  la  première  de  ces  deux  égalités,  il  suffit  de  considérer  :  i"  Qu'inie  di- 
latation l}y  n'est  autre  chose  qu'une  déformation  qui  éloigne  les  uns  des  autres  les  plans 
matériels  perpendiculaires  à  la  coordonnée  y  de  quantités  égales  à  leurs  intervalles 
multipliés  par  la  petite  fraction  ?^;  qu'elle  allonge  en  conséquence  la  distance  /de 
deux  points  matériels  m,  ni'  supposés  situés  de  part  et  d'autre  de  la  petite  face,  comme 
si,  le  premier  m  restant  fixe,  le  second  ///'  cheuiinait ,  parallèlement  aux  j,  de 
^_y.rcos(/-,  y).  2°  Qu'un  glissement  g^^  n'est  autre  chose  qu'une  déformation  faisant 
glisser  les  uns  devant  les  autres,  dans  le  sens  y,  les  plans  perpendiculaires  aux  ^,  de 
quantités  égales  à  leurs  intervalles  multipliés  par  la  petite  fraction  gj^,  en  sorte  qu'il 
allonge  la  même  distance  ?-:^  mm'  comme  si,  m  restant  (ixe,  m'  cheminait  parallèle- 
ment aux  y  de  g^^.  r  ces  [r,  x).  3°  Que  ces  petits  cheminements  de  m' ,  de  inêine  direc- 
tion tous  deux,  étant  l'un  et  l'autre  projetés  sur  une  même  ligne,  savoir  mm'  prolon- 
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Ce  n'est  pas  ici  le  iieiide  uiontrer,comme  nous  avons  déjà  fait  et  comme 
nous  ferons  encore  ailleurs  avec  détail  [*],  que  les  désaccords  apparents 
entre  les  résultats  des  formules  et  ceux  de  diverses  expériences  dispa- 
raissent, soit  en  discutant  soigneusement  celles-ci,  soit  en  attribuant  aux 
corps  métalliques  ou  vitreux  sur  lesquels  elles  ont  porté  un  petit  degré 
d'hétérotropie  ou  d'hétérogénéité  infiniment  probable.  Ce  n'est  pas  non 
plus  le  moment  de  faire  observer  que  les  formules  (i),  et  d'autres  de 
même  forme,  ne  doivent  être  appliquées  ni  aux  corps  ductiles  se 
comportant  «  d'une  manière  intermédiaire)),  comme  ont  dit  quelques 
auteurs,  «  entre  les  solides  et  les  liquides  )>,  ni  aux  corps  mous  et  élas- 
tiques d'une  nature  gommeuse;  de  rappeler  aux  géomètres  que  toute 
fonction  n'est  pas  développable  suivant  les  puissances  entières  de  ses 
variables  en  commençant  par  la  puissance  i ,  et  qu'on  n'est  nullement  en 
droit  de  conclure  de  la  petitesse  de  celles-ci  la  linéarité  àe  celle-là  ;  en 
sorte  que  la  forme  linéaire  des  expressions  (i)  de  p^x^-'-t  Pxy>  ^^'^  nous 
admettons  comme  tout  le  monde,  ne  peut  être  démontrée,  dans  notre 
intime  conviction,  qu'en  invoquant  la  loi  physique  des  actions  réci- 
tée, donnent  deux  allongements  de  la  distance  mm'  =  r  qui  sont  entre  eux  comme 
^^  cos  [r,  y)  à  g^/  cos  [r,  .r);  que  les  actions  développées  entre  ces  points  matériels  dans 
la  direction  mm'  suivent  le  même  rapport,  en  sorte  que  décomposées,  la  première  sui- 
vant les  X  (comme  faisant  partie  àe  p^^.],  la  deuxième  suivant  les  y  (comme  faisant 
partie  de  p^^  ) ,  elles  donnent  des  composantes  proportionnelles  à  J^  cos  [r,  y)  cos  [r,  x) 
et  à  gx/Cos  (r,  x]  cos(r,  y)  et  par  conséquent  à  D^  et  à  g,^.  D'où  il  suit  que/;,,^  a  le 
même  rapport  avec  ISy  si  cette  dilatation  engendre  seule  la  pression,  que  /,»„,,  avec  g^^ 
si  elle  n'est  engendrée  que  par  ce  glissement;  ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  première 
égalité  a„^,^=a„,^.,.  L'autre,  a„^.^.  =  a„,._^ ,  se  prouve  par  un  raisonnement  sem- 
blable, aussi  simple  et  aussi  exempt  de  toute  demande  autre  que  celle  de  l'admission 
de  la  loi  des  actions  entre  les  points  matériels  du  corps,  sans  même  s'occuper  de  la 
(juestion  de  savoir  si  leur  matière  est  discontinue  ou  continue.  D'où  les  six  égalités  (81 
et  même  les  quinze  (5),  en  particularisant  la  direction  n  et  changeant  entre  elles  les 
coordonnées. 

Déjà  l'on  trouve  au  Mémoire  Laivs  of  Elasticity  àe  M.  V>.AX\kme  [Cambridge  and 
Dublin  Mathematical  Journal,  vol.  V,  ou  Cambr.,  vol  IX,  i85o,  §  III,  théorème  IV) 
cette  sorte  de  raisonnement  que  nous  avions  cru  présenter  le  premier  à  l'article  •;  de 
notre  Mémoire  de  i855  sur  la  Flexion  des  prismes  [Journal  de  M.  Liouvdle,  i856 
p.  io5). 

[*]  Principalement  au  V*  appendice  d'une  nouvelle  édition  des  Leçons  de  Navie; . 
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proques  etJtre  points  matériels  suivant  leurs  lifjnes  de  jonction  et  pro- 
portionnellement à  (les  fonctions  de  leurs  distances,  loi  dont  l'invoca- 
tion conduit  matliémati(|U(>ment  atix  six  égalités  complémentaires  (8), 
et  dont  on  ne  saurait,  du  reste,  s'affranchir  sans  mettre  en  doute  toute 
la  mécanique  même  mathématique;  car  cette  science  attribue  à  toute 
loi-ce  un  point  d'application,  et,  par  suite,  en  vertu  de  l'égalité  et  de 
l'opposition  directe  qu'elle  admet  entre  toute  action  et  une  réaction 
correspondante,  attribue  nécessairement  aussi  à  toute  force  élémentaire 
un  pni?U  dont  elle  émane,  en  s'exerçant  suivant  la  droite  qui  le  joint  à 
celui  où  elle  agit;  enfin,  de  remarquer  que  faire  inégaux,  dans 
les  formules,  des  nombres  dont  les  plus  fortes  raisons  prouvent  l'é- 
galité, loin  d'être  un  acte  de  prudente  abstention,  expose,  au  con- 
traire, par  l'exagération  commode  du  nombre  des  constantes  dispo- 
nibles, à  se  contenter  il'expédients  dans  rintcrprélation  des  faits  et  à 
se  payer  d'explications  faciles  et  illusoires,  dont  le  moindre  inconvé- 
nient est  d'arrêter  des  recherches  plus  profondes  et  plus  délicates,  et 
d'ajourner  indéfiniment  la  découverte  expérimentale  des  explications 
véritables. 

Nous  nous  bornons  donc  ici  à  faire  nos  réserves,  et  si  nous  laissons 
le  plus  souvent  dans  nos  formules  les  vingt  et  un  coefficients  inégaux, 
afin  de  montrer  que  la  plupart  de  nos  résultats  sont  indépendants  des 
six  égalités  (8)  contestées  aujourd'liui  par  |)lusieurs  savants,  nous  ne 
négligerons  pas  de  développer  quelques  résultats  de  leur  admission,  et 
(jui  nous  paraissent  de  nature  à  être  appliqués  utilement  et  sûrement. 

5.  Ternies  à  a  jouter  aux  formules  (i)  et  (6)  quand  il  j  avait  des 
pressions  antérieurement  aux  dëjormations  D,  g  du  corps  élastique 
ou  aux  déplacements  u,  v,  iv  de  ses  points  ;  ou  quand  les  dëjorma- 
tions se  comptent  à  partir  d'un  état  qui  nétait  pas  l'état  naturel. 
—  Ces  pressions  intérieures  primitives,  dont  il  convient  de  tenir 
compte,  sont  dues,  ou  à  des  pressions  extérieures  s'exerçant  sur  la 
surface,  comme  la  pression  atmosphérique,  ou  à  des  forces  telles  que 
la  pesanteur  agissant  déjà  sur  tous  les  points  du  corps  dans  l'état  dont 
on  part. 

Quand  elles  existent,  il  ne  suffit  pas,  pour  avoir  le  potentiels,  d'a- 
jouter la  valeur  qu'il  pouvait  avoir  dans  cet  état  primitif,  et  que  nous 
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appellerons 

à  celle  que  nous  avons  nommée  <!>'  et  exprimée  par  un  polynôme  (6) 

-^xjcxx'^l  -I-  etc.,  en  fonction  des  déplacements  î,  g;  car  les  pressions 

prhmliv es  travaillent  pendant  que  ces  déformations  s'opèrent,  ou  que 
les  faces  de  l'élément  parallélipipède  considéré  au  numéro  précédent 
s'éloignent  les  unes  des  autres  ou  glissent  les  unes  devant  les  autres. 
Si  nous  appelons 

PL^    P'yy^    Pl^    ^.    Pl^    Ply 

les  six  composantes  de  ces  pressions  sur  l'unité  superficielle  de  trois 
faces  se  croisant  au  point  (x,j^,  2)  perpendiculairement  aux  coordon- 
nées, ou  les  valeurs  de  Pxx-,--i  Pxy  antérieurement  aux  déplacements, 
on  trouve,  en  faisant  sur  leur  travail  total  le  même  raisonnement  qui  a 
conduit  à  l'expression  (4)  d^^  =  /^L<^^x  +  etc.,  du  travail  élémentaire 
des  p*  : 

1  q')  /        10'  représentant  toujours  le  [)olynôme  à  vingt  et  un  termes 

(")         ~  '^xxxx^x   H-  •  •  •   +    ''iyyxy^y  §xy 

La  partie  de  cette  expression  entre  0°  et  0'  est  double,  sauf  les  />" 
au  lieu  des /?%  de  l'expression  (7)  de  $' ;  cela  vient  de  ce  que  les 
pressions  primitives  /?^^ ,  etc.,  avaient  déjà  acquis  toute  leur  valeur  au 
commencement  des  dilatations  et  des  glissements,  et  restent  constantes 
pendant  que  ces  mouvements  s'opèrent,  au  lieu  de  commencer  par 
zéro  comme  les  pressions  engendrées  ^^^ ,  etc. 

Les  pressions  p^^^  . . .,  p^y  après  les  déformations  ^ ,  g  ou  les  dépla- 
cements u,  V,  w  ne  résidtent  pas  non  plus  d'une  addition  pure  et  sim- 
ple des  pressions  primitives/?^  et  de  celles/?'  qu'on  aurait  si  celles-ci 
étaient  nulles,  car  leur  existence  influe  siu'  l'effet  ultérieur  de  ces  dé- 
placements. Même,  cette  influence  ne  dépend  pas  seulement  des  dila-^ 
tations  et  glissements  D,  g  ou  des  fonctions  (2)  ou  (3)  des  dérivées 
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'—,  —•>'••  des  déplacements.  W  {.\\\\,\)o\\vV(i\A\y\ç\\  faire  entrer  dans 

(Ix       dj  "^ 

le  calcul  ces  neuf  dérivées  elles-niëines.  On  le  coiiroit  sans  jXMue  en 
considérant  que  dans  le  cas  simple  où  par  exemple  les  déplacements 
ne  produisent  (\\.\uiie  rotation  générale  qui  n'altère  en  rien  les  dis- 
tances mutuelles  des  molécules  et  n'engendre  ainsi  ni  dilatation  ^,  m 
glissement  g,  de  pareils  déplacements  changent  toujours,  dans  l'inté- 
rieur du  corps,  ou  par  rapport  à  ses  molécules,  les  situations  de  trois 
plans  perpendiculaires  aux  coordonnées  passant  par  un  point  quel- 
conque, en  sorte  que  les  pressions  sur  ces  plans  de  direction  fixe  dans 
lespace  doivent  prendre  d'autres  grandeurs,  si  elles  n'étaient  pas  pri- 
mitivement égales  en  tous  sens  autour  de  chaque  point. 

Voici  les  formules  complètes  que  l'on  trouve  pour  les  six  compo- 
santes de  pression  après  les  déplacements  u,  p,  tv  supposés  très-petits, 


(.o) 


Pyy 

=  l\ 

Ihz 

=  P 

Pr-~ 

=  P 

,,     /  du         tlo  da>\  (I     fia  „     du  . 

/^..=  PL  y-^T.-7^--d:)^  '>P-^y  Y,  +  '^Pl  7t.  +  ^-  ' 

„     /  di(         di>         dn'\  „     d{>  ,,     dv  . 

yyV-dr-^Ty-lF.)-^''  P%  J^  -^ '■  P^r  Te -^  Pn  ' 

du         dv         d(\'\  ,,    dw  _    r/w  , 

'  -  .-S  -  ^  -^  7/;)  +  ^^'-  dr-^  ^P%dp  -^/^-  ' 

du\  „    d(\'  ,,    di'  ,,     dv  ,,    dw  . 

'  -  ;^)  +  P^r  dJ-^PL  d.  -^P^^  T.  +  P-r  -dr  ^Pr. 

P^-^=Plr\'-Ty)+P^^T.  +  Pld^-^PWy-^PWy-^P 


zx  ' 


dw\  ^    dv  j,    du  ^     du 


^y-r.ry  y^-^J   ^  Prx  ^  -^ P ^^  Jfy  ^  P,,  ^^  +  P'L  ^   +  /'ir  ' 

w'    ,  d'    ,...o|.    ayant  les  valeurs  sextinômes  (i) 

/du       di>  \  du  .  „"| 

+  (i.^-^y  [tî^-^-^)'  '^yyxx  ^  -^•••^  etc.,  du  n<^  2J  : 


du  fdu        dv  \  du 


formules  pouvant  être  réduites  à  p^x—  pL  "^  Plx  ^  Pyy—  ■  -  •  ■>  q^^'ncl 
les  pressions  p^  antérieures  aux  déplacements  m,  i^,  w  sont  au  plus  de 
l'ordre  de  grandeur  des  p*,  mais  non  pas  lorsque  celles-là  excèdent 
beaucoup  celles-ci,  comme  cela  peut  avoir  lieu  pour  le  milieu  éthéré 
dont  nous  aurons  à  nous  occuper  au  §  IV. 
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On  peut  y  arriver,  comme  Canchy  à  qui  elles  sont  dues  [*],  en  se 
basant  sur  la  loi  des  actions  entre  points  matériels  [**]. 

Mais  les  mêmes  formules  «énérales  (10)  peuvent  être  obtenues  sans 
calculer  ainsi  les  actions  fonctions  continues  des  distances  molécu- 
laires mutuelles,  si  l'on  applique  à  la  manière  de  Lagrange  le  principe 
des  travaux  virtuels  en  se  servant  de  l'expression  (9)  du  potentiel, 
basée  elle-même  sur  les  formules  (1)  des  pressions  ^^^ ,   etc.,  dont  il 


[*]  Exercices  de  Mal/iématir/ues,  ^^  année  [i82q),  li.  i38. 

[**]  En  effet  on  peut  voir  d'abord  (comme  on  a  montré  aux  Comptes  rendus,  7  juil- 
let 1845,  t.  XXI,  p.  24)  que  la  pression  sur  une  petite  face,  ou  la  résultante  générale 
des  actions  moléculaires  qui  s'exercent  dans  toutes  les  directions  à  travers  sa  super- 
ficie w,  peut  être  remplacée />fl/'  In  résultante  des  actions  qu'exercerait,  sur  chaque 
molécule  m  située  d'un  des  deux  côtés  de  son  plan,  un  pareil  nombre  de  masses,  con- 
centrées au  centre  M  de  w,  et  égales,  pour  cJiaque  molécule  m,  à  la  masse  du  cylindre 
oblique  taillé  dans  la  matière  du  côté  opposé,  ayant  w  pour  base,  et  des  arêtes  égales 
et  parallèles  à  la  ligne  de  jonction  Mw  du  centre  M  à  cette  molécule  m;  car  ce  cy- 
lindre contient  évidemment  toutes  les  molécules,  situées  de  son  côté,  qui  agissent  sur 
des  molécules  situées  du  côté  opposé  de  la  face  à  des  distances  égales  et  parallèles  à  M/n  ; 
en  sorte  que  l'une  des  deux  résultantes  comprend  le  même  nombre  total  d'actions  de 
mêmes  directions  et  intensités  que  l'autre  résultante,  et  elles  sont  égales.  Il  en  résulte 
que  si  l'on  suppose  la  face  w  perpendiculaire  aux  x,  et  si  l'on  désigne  par 

r  la  distance  M/w  du  centre  M  de  la  face  à  l'une  quelconque  des  molécules  envi- 

ronnantes; 

-  ^       une  somme  relative  aux  distances   r  de  celles  d'un  côté  de  la  face,  ou  ^    la 

somme  relative  aux  distances  de  toutes  celles  des  deux  côtés; 

\,  y,  z  les  projections  de  r  sur  les  r,  y,  z; 

fr  l'action  mutuelle  de  deux  molécules  par  unité  de  leurs  masses,  à  une  distance 

ayant  la  grandeur  et  la  direction  de  r,  cette  action   étant  supposée  devenir 
insensible  quand  /•  devient  sensible  ; 

p  la  densité,  en  sorte  que  p.wx  est  la  masse  du  cylindre  oblique;  pwx.w.//est 

X  v 

l'action,  sur  m,  de  cette  masse  concentrée  en  M  ;  et  poax. //?/>-  •  -,  oMX.mfr.  -- 

r    '  r 

sont  les  composantes  de  cette  action  suivant  les  r  et  suivant  les  y  ; 

Ton  a,  pour  l'état  primitif  du  corps,  en  divisant  par  w  afin  de  rapporter  les  pressions  à 

l'unité  superficielle,  la  première  et  la  dernière  des   expressions  suivantes,  dont  les 

Tome  VIII  (a*  série  }.  —  Août  i863.  35 
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faut  supposer  alors  que  la  forme  linéaire  soit  déjà  établie,  et  en  ayant 

autres  se  prouvent  de  uièine, 


:>') 


i      0  ?   c^        fr  0  P   O        /'■  »  Pc        -f' 


Actuellement,  si,   par  suite  des  déplaceuienlï^  éprouves  par  les  points,   ou  suppost- 


que; 


j-.  r> 


coordonnées  de  M,  deviennent  x  -\-  u,  )  +  c,  z -h  le; 


X -\-  X,  )  -fy,  ; -t-  7-,  coordonnées  de  m,  deviennent  .r -f-  «  -f-  x  +  Am,  r -(-(-+-  y  -+-  -^^  » 
c  H-  (e  -f-  /,  +  Aie,  les  A  désigiiant  les  excès  des  (piantités  rela- 
tives à  m  sur  les  quantités  de  même  nom  relatives  à  IM  ; 

p,  r  deviennent  p,,  /•,  ; 

l'on  a,  pour  l'état  nouveau. 


A 


f' 


Or,  en  se  bornant  à  écrire  les  premières  puissances  de  quantités  très-petites,  on  a 

A.      fr 


nt 


+  (r,  —  r) 


dr 


X  y  z 

/■i  —  /•  r=  —  A«  H Ac  +  -  A(v,  somme  des  projections  de  Am,   Ac,  Am'  siii   r, 


<^M  du  du  dv  dw 


<ir 


^/.r 


/         (iuX   (  dv\  (  dw \  (         du       dv        dw \ 


Substituant  «lans 


/^ 


Pxx—-'^m[\-^LuJ—-,      py^z=  ... 


effectuant  les  multiplications,  faisant  passer  hors  des  signes  ^  les  dérivées  de  m,  v,  w, 
qui  sont  les  mêmes  pour  une  portion  imperceptible  du  corps,  et  dont  les  carrés  et  pro- 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  275 

soin  (le  mettre,  comme  Greeii  [*],  dans  les  six  termes  de  l'expres- 
sion (9)  (le  0  affectés  des  pressions  primitives  p^.^  , ...,  p^^,  .. .  les  va- 
leurs complètes  (  3  ) 

fin        I   /<r/«\2        1  I  cli>\'^       I  fdn'X'-  dv        dw       du  du        dv  dv       dw  dw 

H- —  -- -I- —  —-}--;- -T-' etc. . 


(«        I  IduV- 


d.z        ■?.  \dxj         Q.\djc)         i\d.x:)  dz        dy       dy  dz         dy  dz       dy  dz 

des  dilatations  et  glissements  '^^c,..,  g^^, ...,  afin  de  ne  négliger  que  des 
produits  du  troisième  ordre  dans  ces  six  termes  comme  dans  les  vingt 
et  un  venant  de  0*,  où  l'on  peut  se  contenter  de  substituer  les  expres- 

'  1     •.         /      -,    du  dv  div  ,         ^  .  .  it 

sions  réduites  (2    —v,  —-1-—-,...  des  ^  et  sr;  et  si,  ensuite,   Ion 

d.r  dz  dy  ^ 

tire  les  valeurs  des  composantes  de  pression  des  conditions  définies  à 
satisfaire  à  la  surface  limite  ou  enveloppe  du  corps  ou  de  la  portion 
de  corps  que  l'on  considère  [**]. 


fluits  peuvent  être  effacés;  enfin  faisant  les  quinze  expressions 


,1^ 


-  s   /;/ (X'    ou     X-  V-    ou     X-  y/.    ""    etc.)  =r.  •dj:^j.^    ou    a^^aj/    ""    '^xxj-z 


ou  etc 


l'on  obtient  bien,  eu  égard  aux  valeurs  précédentes  (11)  de  /?°^, . .  . ,  /A,  ainsi  qu'aux 

expressions  (  i  )  que  nous  avons  appelées  p^^, .  .    ,  /?'    en   y  admettant  les  égalités  (5) 

et  (8)  entre  leurs  coefficienis,  l'on  obtient,  dis-je,  les  formules  complètes  (10)  qui 
sont  à  prendre  pour  les  coniposaiitts  de  pression  pm .  ■  -,  pxy  quand  il  y  a  des  pres- 
sions antérieurement  aux  déplacements. 

[*]  On  tlie  Propagation  of  Light  in  crystalUsed  Media  {^Transactions  of  tlit:  Cam- 
btidgc  Society,  vol.  VII,  p.  I25-I26j. 

[**J  En  effet,  ^  étant,  comme  dans  la  Mécanique  analytique,  la  caractéristique  des 
variations,  les  projections,  sur  les  axes  des  r,  j-,  z,  de  l'espace  infiniment  petit  quel- 
conque que  l'on  fait  parcourir  virtuellement  à  un  point  dont  les  coordonnées  x,  y,  z 
sont  devenues  .r,  =  x  -|-  u,  v,  =r  >  -j-f,  z,  =  z  -\~  iv,  ont  pour  grandeurs -tJ-r,,  3y,, 
dz,  qui  sont  la  même  chose  que  §u,  Sv,  0  w  puisque  les  coordonnées  primitives  x,  y,  z 
n'ont  pas  de  variations;  en  sorte  que  comme  §<^,  variation  du  potentiel,  est  le  travail 
des  forcis  intérieures  par  unité  de  volume  d'un  élément  dxdydz,  si  X,  Y,  Z  sont  les 
composantes  suivant  x,  y,  z  des  forces  extérieures  agissant  à  la  manière  de  la  pesan- 
teur sur  la  même  unité,  et  si 

TndLl 

dé&igne  la  pression  extérieure  sur  un  élément  quelconque  dD.  de  la  surface-enveloppe, 

35.. 
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La  formule  complète  (9)  du  potentiel,  avec  les  expressions  du  se- 


(|ue  nous  appelons  il,  du  corps  ou  tle  la  portion  ilc  corps  que  nous  considérons,  nous 
avons,  pour  tout  ce  corps  ou  cette  portion,  l'cquation  d'équilibre  ou  de  nullité  du  tra- 
vail virtuel  total  : 


/// 


(l3''  '     -I-    I   r/il  [ct  COS  (rr,  .r)  ^« -(-  n  COS  (  CT,  J))  ôt'-l-  rr  COs(cT,  z)  Jcr]  = 

I  =   /    j    idjcf/ydzâ'l. 

Mettant  pour  <!>  sa  valeur  (())  en  it,  i',  n-,  comme  nous  venons  de  dire,  en  conservant 
dans  tous  les  termes  les  produits  du  second  ordre  de  leurs  dérivées,  puis  effectuant  la 
différentialion  par  S  et  changeant  les  Sd  en  dS,  les  termes  en  Su,  qu'il  suffit  de  considé- 
rer seuls  parce  qu'il  sera  facile  d'en  déduire  par  analogie  les  termes  en  dv,  Sw,  fournis- 
sant, dans  le  second  membre  de  cette  équation  (1 3)  eu  égard  aux  valeurs  (i)  des//, 

JJJ  L/^"  (  '  "^  ^r  )  +  'V  Tir  -"-  ''-  Tz  +  ''^^J  ^  '■''''■''' 

r  r  rr  0  I     '/«\      0  du     „  du      ,  'I  dSu  ,  ^  ^ 
^"■"    l'^JJJ  \'A'^T.)^^'^r7ô'-^^r.:i:^f^.\-di'-'''''' 

\^JJJ  ['" (/"^ ^) '^''- ^ ~^^" ^ "^'^-J "^     -^ 

Avant  d'intégrer  par  parties  de  manière  à  détacher  trois  intégrales  doubles  et  à  ne 

conserver  sous  les  signes  |  que  Su  non  différentié,  il  faut  remarquer,  avec  M.  Charles 

Neumann,  de  Halle,  qui  a  donné  une  analyse  de  ce  genre  pour  le  cas  particulier  de 
Tisotropie  [Zur  Théorie  der  Elasticitât,  au  Journal  de  Crclle,  LVII"  cahier,  1860, 
p.  281),  qu'il  convient  de  faire  ces  intégrations  pour  le  nouveau  volume 


m 


dx^  dff  dz, 


qu'occupe  le  corps  depuis  les  déplacements,  et  changer   par  conséquent,  au  moins 

dans  les  facteurs  hors  des  trois  crochets,  les  variables  a-,  j,  z  dans  .r,,  ji,  z,    prises  à 

leur  tour  comme  indépendantes.  Cela  exige  qu'on  remplace  : 

.    ^          d.T    dy     dz 
I"  dxdydz  par  dx^  dy^  dzi  multiplié  par  un  déterminant  sextinôme  -^  -j— ..- 

(Lacroix,  Calcul  différentiel,  t.  II,  p.  207,  n"  53 1)  qui  n'est  autre  chose  que  le  rap- 
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cond  degré  (3)  à  la  place  des  5^,...  g^^,  • .  .  dans  le  sextinôme  en  yy", 


port  du  volume  ancien  au  volume  nouveau  d'un  même  élément,  et  qu'on  peut  réJuire 
à  son  premier  terme 

du  \    j  (h  \   /  di\'\  du         dv        dw 

dx,j  \         dj,J  \         dzij  dx^        dy,       dz^ 

vu  que  fous  les  autres  (ermes  sont  du  deuxième  et  du  troisième  ordre  en  «,  c,  w. 

ddu  dSu   dXi        d8u  dj ^       d8u  dz^       dSu   /         du\         d§u  dv        dSu  dw 

dx  dx,     dx         dy^    dx        dz^    dx        dx^    \        dxj         dy^    dx         rfz,    dx 

dBu  dSu   du        dSu   f         de  \         dSu   dw 

dy       '       dx,    dy         dy,    \         dy]  dz,    ' dy' 

et  de  même  \ 

d^u  d^u   du        d§u  dv        d§ u   [         dvi 


dz  dx,    dz  dy,    dz  dz,     \  dz 

Faisant  cette  substitution  et  effectuant  les  multiplications  des  polynômes  entre  crochets 

du    dv     dw    du  .  du  du        dw 

par  les  neuf  facteurs  iH — —^  -r-t  -7-1  -rt  «te.,  et  aussi  par   1 ; 

dx    dx    dx     dy  dx,        dy,        dz, 

du        dv         dw        .        ,  -   ,.       , 

qu  on  peut  remplacer  par  i  —  — — -  puisqu  on  néglige  les  quantités  du  se- 
cond ordre  en  u,  v,  w,  l'expression  (i4)  devient 

Jff^  ^  '"'  "='•  '"•  ^fff^  ^  ""■  '■'•■  *■  ^  ///'  t^  ""'  *■  *•  ' 


lu       dv        (U\'  \  „   du  „   du 


en  faisant 

^"  \         dx        dy        dz   I  '^  dy  ^■■'' dz        ^^ 

dv  \  (,   du  „    dw  „    dw  „  du  , 

'-dy)  ^  t'^^^.^^'-Tx^^'^yTy^^r^Ty^P^^- 

Intégrant  par  parties  et  désignant  par  les  accents  '  et  "  les  valeurs  de  A,  ou  B,  ou  C, 
et  de  5a,  relatives  aux  deux  points  oii  l'enveloppe  du  corps  est  traversée  par  des 
droites  respectivement  parallèles  aux  x,  aux  j,  aux  z  servant  d'axes  aux  parallélipi- 
pèdes  tronqués  infiniment  déliés  dont  les  sections  droites  sont  dy,  dz„  dz,  dx,,  dx,  dy, , 
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peut,  an  reste,  être  obtenue  directement  et  facilement,  en  admettant  la 


olle  se  change  en 

+   \    Tr/r,  <(> ,  [C'Sit"  —  C'^/t')  ~   f  f  I  <t'^^  '/>  I  ''2|  X 

''^^  ,  '^" ;^^Tzr:  +'^./ .-rt;  ^ ''■  .7^  ^ 

f  >^  j  -^  ''y  [dj-cll  -^dTÛ^^-'-^-yïïII^^.-^'ZrJ^J'^'  ''-  \lûd7.  ^  W^. 

\  il.T,  d)  ^  dz, 

Les  trois  intégrales  doubles  peuvent,  par  une  transformation  facile  et  d'ailleurs  bien 
connue  (Lagranoe,  Mccaniquc  analytique,  I,  vu,  n"  3o,  ou  Lamk,  Leçons  sur  l'Élasti- 
r/.'r,  §  lo,  p.  >?.  ,  être  remplacées  par  des  intégrales  simples  relatives  à  toute  la  surface 
enveloppe,  en  sorte  que  si  n  désigne  la  normale  élevée  extérieurement  à  cette  surface, 
les  trois  premiers  termes  de  l'expression  («5^  peuvent  être  écrits 

j  diïcofiin,  .i)  ASn  -\-  j  c/il  cos  (  n,  v  )  lî'J  m  -(-   j  d  Licos  {n,  z)C(hi . 

Il  en  resuite,  en  comparant  avec  la  partie  du  /  dil  de  l'éciuation  (i3)  affectée  de  Su: 

CT  cosfcT,  x)=  Acos  (d,  .r)  -{-  Bcos(  n,  r)  +  C  cos(n,  z). 

Or  la  pression  nc/ii  sur  la  face  dii  étant,  comme  un  sait,  en  vertu  du  théorème  cju'on 
déduit  de  l'équilibre  du  tétraèdre  élémentaire  (et  qui  pourrait  être  déduit  de  considé- 
rations comme  celles-ci},  résultante  de  celles  que  supportent  ses  trois  projections 
^/iicos(n,  x),  r/iicos(n,  j),  r/flcosfn,  z)  sur  des  plans  très-voisins,  perpendiculaires 
;iux  .r,  J,  3,  l'on  a,  en  décomposant  tout  parallèlement  aux  x, 

CT  cos  (  CT,  .r)  =  p,.,  cos  (  n,  ./■ }  H-  /j„  cos  [n,  y)  -+-  /;,i  cos  (  n,  z); 

ces  deux  expressions  de  nTCOs(cT,^)  devant  être  égales  quels  que  soient   les  angles 

(n,  .r\  (n,r),  (n,  z),  on  a 

Pu  =  A  ,        P:tx  =    B,        /.»;,  1=  C, 
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loi  des  actions  moléculaires,  sans  passer  par  l'établissement  des  for- 


c' est-à-dire  les  expressions  (10)  qui  se  trouvent,  ainsi,  autrement  démontrées,  comme  on 
^e  le  proposait,  que  par  le  calcul  des  actions  moléculaires. 

Il  est  bon  d'observer  que  si   l'on  n'avait  pas  changé,  comme  M.    Neumann,   dans 


/// 


dx  dydzS<if,  les  variables  .r,  y,  z  pour  celles  .r,,  j,,  z;,,  ou  transformé  l'expres- 


sion (i4)  en  l'expression  (i5),  on  aurait  trouvé  l'égalité  des  qiiadrinômes  entre  crochets 
de  l'expression  (i4)  à  trois  certaines  forces,  que  nous  pouvons  appeler  P^'/j;,  P^'x,  P:".t, 
composantes  suivant  x  des  pressions,  non  pas  sur  les  faces  d'une  superficie  =1  et  ac- 
tuellement perpendiculaires  aux  axes  coordonnés,  mais  sur  des  faces  légèrement 
obliques  qui  ont  eu  primitivement  ces  directions  et  cette  grandeur,  changée  mainte- 
nant, en  raison  des  trois  dilatations  -—-,  -— -,  -—  de  leurs  dimensions,  dans  lesp.ran- 

dx     dy     dz 

deurs  respectives  suivantes 

r/('\     /  di\'\  i  dw\    i  du\  1  du\    /  dv 

'^■dy)\^-Tz)'        y^'dl)[:^lx)'        {'-^lû)V^dy 

On  arrive  toujours  au  même  résultat  pour  /?„,  /^j^,  p-^  en  transformant  Px'/i,  P^"x^ 
Ps//i  comme  a  fait  Poisson  (aux  pages  47-^2  de  son  Mémoire  inséré  au  20*  cahier  du 
Journal  de  l'École  Polytechnique);  c'est-à-dire  en  remarquant  que  si  x' ,  y' ,  z'  dési- 
gnent les  directions  des  intersections  de  ces  trois  faces  deux  à  deux,  et  si  l'on  écrit, 
pour  abréger,  Cx'j  pour  cos  {x' ,  x)  et  ainsi  des  autres,  l'on  a  (4"  note  du  n"  2) 


Ij 

do 

''^  =  Tx' 

dw 
dx 

du 

Wx  =  ï  ' 

div 

''-  =  dV 

du 

Tz' 

dv 

c..  z  =  I  ; 

d'où  facilement,  x" ,  y" ,  z"  étant  les  directions  des  normales  aux  mêmes  trois  faces» 
c'est -à-dire  x"  étant  perpendiculaire  à  y'  et  z',  y"  à  z'  et%r',  z"  à  x'  et  y' , 


■.6) 


Cx//x  =  I  . 

Cx"r 

= 

du 

Cx"z  = 

du 

~'dl 

dv 

tV"x  = -r-> 

dx 

Cy/y 

= 

I, 

CyH  z    =  - 

di> 

~  Jz 

dw 
dx 

C.ll  y 

= 

dw 
dy'' 

c.».= 

•  ; 
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mules  des  pressions,  si  l'on  opère  comme  ont  fait,  depuis  Navier,  qui 
a  ouvert  celte  voie,  M.  Haughton  l*|et  M.  Cli.  Neumaun  (Mémoire 
cité)  en  généralisant  leur  analyse  [**j. 


et,  par  suite,  vu  projetant  chacune  de  ces  trois  faces  légèrement  obliques  sur  les  plans 
coordonnes  rectanjjnlaircs  jz,  zx,  xy  et  invoquant,  comme  tout  ;\  l'heure,  l'équilibre 
du  tétraèdre 


'-^1^1    Y"-''^^Ty-i'-Tz) 


(         ^''  \    /         (U\'\    l  du  (la\ 


/«\    /  r/i'  <h 


„  /  tlu  \  [  dv  \    (  div  d(v 

P""  =  y-^  dr  )  V^-  Ty)    [-^'-d^-l'-Tl^^i'- 

En  égalant  ces  expressions  aux  trois  polynômes  entre  crochets  tle  l'expression  (i4))  <'^ 
divisant  par  les  facteurs  binômes  (  i -r  -7-  )■>  etc.,  les  deux  membres  des  équations  qui 
en  résultent,  on  tire  inunediatement 

P111  Pxyt  P:i  =  l^s  trois  polynômes  A,  B,  C, 

ou  trois  des  expressions  à  démontrer,  équations  (10),  sans  avoir  à  résoudre  d'équations 
,1  trois  inconnues  p^t,  p^j,  p-.^  puisque  l'on  peut,  en  négligeant  les  j)roduits  des  <léri- 
vees  de  //,  c,  <«■,  remplacer,  dans  les  termes  qui  en  sont  affectés,  les  p^,  p^y,  pz-,  pai 
Px'ij  P/"!,  P:"x  et  conséquemmeui  par  //  ,  p"  ,  p°  . 

[*  j    O/i  Equilibrium  ami  Motion  of  solid  and Jîidd  Bodies,  lu  le  aS  mai  1846  (  Trans. 
of  Irish  Jcadcmj,  vol.  XXI). 

[**]  En  effet,  le  potentiel  de  l'action,  sur  une  molécule  unique  m,  des  molécules  en- 


vifonnantes  m  dont  les  distances  r=  v^xM-  V'-l-z'  (notations  ci-dessus)  sont  deve- 
nues r,,  est,  si  l'on  fait  pour  un  moment  1      />-,  dr\  =  ep  (r, ), 

m  S  mo[r,)  =  m  §  m  ^o  (r)  +  (/•,  -  r)  <p'  [r)  +  ^"'  '/ '   i'  (r)] 

>,  -r\-  cl/rl 


=  >n  S  n,  Y 


^)^^+  ,  dr 
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Ou  voit  aussi,  par  les  expressions  (10)  de  p^-^.,  etc.,  que  c'est  seule- 
ment quand  les  pressions  primitives  p^^,  etc.,  n'excèdent  pas,  pour 

Or 

r,  —  r=:—r-h[{x+AuY-h{y+  Ac)' -f- (z  +  Awj^]* 

_  I      2xA«  +  ^yAc  -4-  2zA(i'-4-  (A«)2-f-  {\vY  -f-  {AivY 


2\2         /  /  2xAw -4- 2v  Ac -f- azAiv 


fr  \     clfr         J         r 

cl  ou,  vu  (lue 1 ■  = 

ir-        ir  dr         i    dr 


2 

fr 


I        O         C'  r    .              O       \M                                           (A«)'+(A(')2+(A«')q 
l  m|^  ///    /        //-.«^r.rz:!!!^/??    —     X  A  «  +  y  Ac+Z  A«' 4-^^ 5^ — ^^ 


''"■  i^' 


+ 


■}.r     dr     ^  ■^  ) 

On  en  déduit  le  potentiel  <l>  des  actions  moléculaires  mutuelles  de  l'unité  de  volume,  en 

multipliant  par  la  densité  p,  après  avoir  divisé  par  deux  fois  la  masse  de  la  molécule  m 

parce  que  la  même  force/r  est  relative  à  deux  molécules  qui  l'exercent  l'une  sur  l'autre. 

.  ,  du  du  du        dv  , 

INlettant  ensuite  pom    A//,  Ac,  Iw  leurs  valeurs  -r-  x  H — ^,-  Y  -I '^»   -—  x  H-.  .  .  de 

dx  dy  dz         dx 

la  2"  note  du  n°  3,  effectuant  les  nmltiplications  et  faisant  passer  hors  des  signes  ^ 

les  dérivées  de  «,  v,  w  et  leurs  produits  du  second  degré,  l'on  a,  vu  les  notations  (i  '), 

et,  vu  les  notations  (12), 

9  o 


2 


S  m —   X*  = 
r     dr 


]>récisément  l'expression  (g)  du  potentiel  't  en  mettant  pour  <I)'  son  développement  (6), 
et,  pour  Dx,  t)^,...,  gi^,  dans  les  termes  en  p",  les  expressions  complètes  (3)  de  ces  di- 
latations et  glissements  posées  sans  négliger  les  carrés  et  produits  du  second  degré. 

Il  est  remarquable  qu'on  arrive  ainsi  à  ces  expressions  (3  )  d'une  manière  si  diffé- 
rente de  celle  de  la  ^^  note  du  n°  2.  C'est  une  preuve  de  plus  do  la  fécondité  de  la  con- 
sidération du  potentiel,  si  bien  liée  à  l'emploi  des  méthodes  de  la  Mécanique  analytique. 
Tomo  Vill  (  1'  série  \  —  Septembre  i863.  -^^ 
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l'ordre  des  grandeurs,  les/;'^  ,  etc.,  qui  seraient  dues  aux  seuls  dépla- 
cements, c'est-à-dire  dans  les  cas  les  pins  ordinaires  des  solides  ter- 
restres, où  l'on  peut  prendre  simplement  p^^.  =  p^^.  -h  /;|.,.  et  ainsi 
(les  antres  composantes  de  pressions,  que  ces  six  composantes  sont 
les  dérivées  d'nne  même  fonction  <1>  par  rapport  aux  six  variables  ^j., 
^^. ,  .  .  .,  §jcy  D'Tis  les  cas  où  les  />"  excèdent  beaucoup  les  /)',  Ton 
n'aurait,  en  diftérentiant  ainsi  cetk*  fonction,  que  des  expressions  in- 
complètes de  /ïjj.,  .  .  .  ,  pj.y  . 

Et  ce  n'est  que  dans  le  cas  particulier  de  la  contexture  isotrope, 
seul  considéré  par  M.  Neumann,  que  les  mêmes  composantes  de  pres- 
sion peuvent  être  les  tlérivées  d'une  même  fonction  par  rapport  aux 

/.  m     •  !•<•(■'  -1      <"/"         <■/"  <■/"'  r*  I 

neiit  coetlicients  duierentiels  — -  5    — »•••?    -r       • 

f/x       <(x  ciz  '-    ■• 

4.  Eiluatioîis  de  V cHinUibrcoiientieîit  aussi  les  coefficients  i\a:xxxi  e/c". , 
et  les  pressions  primitives  //'^  ,  etc.  —  Ces  équations  indéfinies,  ou  à 
satisfaire  en  tous  les  points  du  corps,  s'obtiennent  par  divers  uïoyens. 
Il  est  important  de  les  mentionner  ponr  montrer  leur  accord,  en  ce 
qui  regarde  surtout  la  partie  affectée  des  pressions  primitives/?"^. ,  etc., 
qu'on  omet  souvent,  mais  dont  nous  devons  mettre  ici  la  forme  hors 

[*]  Celte  fonction,  indiquée  par  M.  Neumann,  est  le  potentiel  augmenté  de  l'expres- 
sion suivante,  dans  laquelle  p^  représente  les  valeurs  de  p^^.,  /?", ,  y-»".,  ou  la  pression 
primitive  égale  en  tous  sens  dans  le  cas  de  l'isotropie  (où  p^._,  pl_^,  z-»",  sont  nuls) 

(di>  tlw        (lu  div        dw  du        dw  du        du  dv         du  dv 
dz  dy         dy  dz         d.r.  dz         dz  dx        dy  dx        dx  dy 

Aucune  expression  plus  générale  ne  nous  paraît  pouvoir  être  ajoutée  au  potentiel 
pour  avoir,  avec  une  contexture  non  isotrope  (nicme  symétrique  par  rapport  à  trois 

plans),  une  lonction  de  — -,    — -,  •  •  •  ?     — -  qui  donne  les  composantes  /j^j;,  pyy,  . . . , 
dx      dy  dz 

Pxji  Pjx  quand  on  la  différentie  par  rapport  à  ses  neuf  variables.  Nous  pensons  donc  que 

l'analyse,  du  reste  large  et  remarquable,  donnée  par  le  savant  M.  Haugliton  dans  son 

deuxième  écrit,  du  1 8  janvier  1849  (^  Classijïcntion  nf  clastic  Media,  Trans.  nf  Irish 

Âcademy,'\o\.  XXII),  où  il  sciid;)le  concéder  à  MM.  Green  et  Mac-Cullagh  qu'on  peut 

se  passer  de  la  loi  des  actions  moléculaires  très-bien  employée  par  lui  précédemment 

dans  son  beau  Mémoire  de  mai  1846  déjà  cité,  ne  peut  bien  s'appliquer  qu'aux  deux 

cas  dont  nous  parlons  '.pressions  primitives  peu  considérables,  et  isotropie. 
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de  doute  dans  la  vue  de  l'application  que  nous  aurons  à  en  faire  au 
§  IV,  afin  de  bien  établir  qu'il  ne  faut  point  chercher  dans  l'existence 
possible  de  ces  pressions  un  expédient  pour  mettre  les  résultats  du 
calcul  des  vibrations  lumineuses  d'accord  avec  une  hypothèse  que 
tout  porte  au  contraire  à  abandonner. 

Le  premier  moyen  consiste  donc  à  substituer  dans  les  équations 
générales  de  l'équilibre  d'un  élément  parallélipipède  intérieur,  qui 
sont  ; 

/       dp,,     ^     <tp^,     ^     dp,,      ^     ^  X  =  O 
l        d.x  dy  dz  '  ' 

(i8)  ^^4_lËnr  +  ^  +  ,Y=.o, 

^       '  \        dx  dy  dz  ^ 

j      dp,-  dp  dp:, 

\       d.T  dy  dz  ' 

les  expressions  (lo)  des  composantes  de  pression  jo^^  ,  etc.,  que  nous 
avons  obtenues  de  deux  manières,  dont  une  se  fondait  uniquement 
sur  leur  linéarité  supposée  admise,  sans  invoquer  autrement  et  expli- 
citement la  loi  contestée  des  actions  moléculaires.  Le  résultat  de  cette 
substitution  est  la  destruction  des  termes  négatifs  en  p",  d'où  ces  équa- 
tions d'équilibre 

^j.  rt    d'il  „     d^u  ,,   d^u  „     d'il  „      d^ii  ^      d'u 

-P^  =  PL  7.-^  -^  Prr  Tjp^  +  P"^  d^  +  ^P%  d^,  -^  ^Pl  didi  +  ^'Prr  d^y 

d'^u  d'il  d'il 

-I-  ^xxxx  -^^  H-  ^xyxy  ^,  +   ''^zxzx  ^ 

d'u  d^u  du 

'      ^'^Z3:.rv~ï      T"   "i"    '^"xxzx~7      î~    "r"   -*  "; 


>9) 


1  -pY 


''''=y  dydz  "^        ''=''''  dzdx  "^        •^•^••^^■rfxrt'j 

d-v  d^v  d^v 

'  ^xxxy  ^  "*"   '^^xryj  X72  ~*~  ^zxyz  ^ 

d'i>  ,  .     d'v  .  ,     rf'c 

"  {^xyyz-^  ^zxyy)  'JZ^^  +  V^xxyz-^  ^zxxyj  "^(^^  "*"  \^xxyy-^  ^xyxy)  ^^^^ 

d'w  d'^w  d^c\' 

■  ^xxzx  -^,  +  ^xyyz  -^^   +  '^zxzz  ^ 

\^zxyz-^  ^xyzzj-^^  -^K^xxzz^  ^zxzx)  rf^+  l^^-^r^+  '^xyzx)  -^Jy 


36. 


(•9) 

(suite) 
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(Pu  tf-i>  d-n' 

+  ^uyxx  ^J  ~*~  •  •  •  "*"  ^-ty-ry  ^j  +  •  •  •  +  ^x)  z.r  "T^   H-  .  •  .  î 

-  ^^  =  ^- ;?7>  -^  /^^  ;^  -^  •  •  •  -^  ^^-^  ^ï^r 

rfn  (l\'  <PiV 

^  +  '-^zxxx  -^i^.  H-  • .  •  -f-  a-,^._^.  ;^,  H-  •  •  •  +  a^^.  *-!•  -^yr-:  +  •  •  •  • 

On  arrive  aussi  à  ces  équations  directement,  comme  a  iait  M.  (lau- 
chv,  sans  passer  par  la  considération  des  pressions,  en  |)osaiil,  coinine 
Navier,  les  conditions  de  l'équilibre  d'nn  seul  des  points  matériels  du 
système  solide,  supposé  sollicité,  suivant  la  loi  énoncée,  par  les  actions 
des  points  environnants  [*]. 

Mais  un  troisième  moyen  qui  dispense,  comme  le  premier,  de 
mettre  en  œuvre  cette  loi  contestée  des  actions,  consiste  à  se  servir  tle 
l'expression   (9)  du  potentiel 


$  =  (Do  +  ^;O^D,+  ...+     a.,,,D^-H..., 


[*]  En  effet,  m  désignant  les  masses  de  ces  derniers  points,  les  équations  d'équilibre 
qui  dans  l'état  primitif  étaient,  vu  que  -  =  cos(/-,  x),  -  ^.  .  . ,  toi\jours  avec  les  no- 
tations du  n°  ô  (2®  note), 


(20)  g«-/r  =  o,      gw-/r=o,      gm-//=.-o, 

sont,  dans  l'état  ultérieur, 

(2 1  )  V  «?//•, ^-  X  =  o,     ^  An/r,  : f-  Y  =  o,    ^  mfr\ 1-  Z  =  o. 

Mettant,  comme  dans  la  même  note,  pour  — ^  sa  valeur 

h  (xA«  +  yAc-h  zAw)  -—-—•> 

r  r    dr 

puis  pour  Am,  Ap,  Lw  leurs  développements  en  x,  y,  z  par  le  théorème  de  ïaylor  » 
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soit  qu'on  admette  à  priori  avec  Green  sa  composition  en  une  somme 
de  denx  fonctions  homogènes  entières,  l'une  du  premier,  l'autre  du 
second  degré  en  ^^. ,  ^^. ,  .  .  .  ,  g^_^. ,  soit  qu'on  le  déduise  des  pressiotis 
en  admettant  aussi  à  priori  la  forme  linéaire  de  celles-ci,  deux  partis 
entre  lesquels  doivent  nécessairement  choisir  leur  point  de  départ 
ceux  qui  refusent  d'invoquer  la  grande  loi  physique  en  question. 

En  effet,  en  posant,  comme  à  la  quatrième  noie  du  n**  5,  l'équa- 
tion (t3)  des  travaux  virtuels,  et  en  la  développant,  l'assimilation  des 
parties  affectées  de  eu  dans  les  intégrales  triples  des  deux  membres 

trois  variables,  qui  peuvent  être  écrits  symboliquement 

{      d  ri  d\  \      (      d  d  dY 

\     dx.         '   (ly  dz  )  I  .  2  \     dx        •'  dj  dz  j 

,      ,      ,  \       I      d  d  dy 

àa'= 


1.2.3  \     d:t;         ^  dj  dz 


et  dans  lesquels  il  suffit  ici  de  considérer,  non  plus  seulement  les  termes  du  premier 
ordre,  comme  à  la  note  citée  relative  au  calcul  des  pressions,  mais  aussi  ceux  du  se- 
cond ordre,  tels  que  -  (  -—  x=  +  .  .  .  +  2  — —  xy  |  >  l'on  obtient  trois  équations,  où 

fr 
les  dérivées  du  premier  ordre  sont  affectées  de  sommes  g/w  —  (x    ou    y    ou    z),   nulles 

111  T 

d'après  les  équations  ("20),  et  de  sommes  telles  que  § [x'  ou  x^y  ou  xyz),  égale- 
ment relatives  à  l'état  primitif,  et  que  Ton  doit  aussi,  avec  Cauchy,  regarder  conuiie 
nulles  ou  négligeables  parce  que,  ne  contenant  que  des  produits  du  troisième  degré  des 
petites  lignes  x,  y,  z,  elles  se  composent  de  termes  qui  se  détruisent  deux  à  deux,  ou 
rigoureusement  ou  avec  toute  l'approximcUion  désirable  si  le  corps  était  primitivement 
comme  on  le  suppose,  ou  homogène,  ou  d'une  contexture  ne  variant  que  graduelle- 
ment et  fort  peu  dans  une  étendue  imperceptible  (supposition  implicitement  faite  dans 
la  note  du  n°  3).  Restent  les  termes  du  second  ordre,  ou  restent  précisément,  en  mul- 
tipliant par  la  densité  p,  les  équations  (19). 

On  sait  que  M.  Cauchy  a  considéré  et  appliqué,  dans  la  théorie  de  la  lumière,  spé- 
cialement pour  expliquer  la  dispersion,  d'autres  équations,  où  tous  les  termes  des  dé- 
veloppements (22)  sont  conservés  jusqu'à  l'infini. 
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de  celte  équation  coiulnit  à 

—  0  X  =  i  lo  polynôme  de  l'accolade  de  (i5)  J. 

Oi'  ce  polynôme  où  l'on  peiil,  à  cela  près  de  produits  négligeables, 
remplacer,  connue  on  a  déjà  «lit,  ainsi  que  dans  (îjLfrijtdz,  qvii  le 
multiplie,  .r, ,  j",  ,  s,  par  .r,  j\  s,  est  précisément  le  second  membre 
de  la  première  équation  d'équilibre  (19). 

11  est  remarquable  qu'on  arrive  encore  à  cette  même  première  é([ua- 
tion  (19)  si  l'on  fait  les  intégrations  par  parties  de  (i4)  sans  clianger  les 
variables  indépendantes  jr,  j,  z  en  a,,  j,  ,  z,  ;  ou  si  l'on   substitue^ 

dans  la  première  équalion  (18)  ^  -h  .  .  .  -\-  pX=  o  les  irois  (juadri- 

nomes  entre  crochets  de  (r4)  à  la  place  de  ^j.^,  p^j,  /^j,^. ,  dont  ils  dif- 
fèrent comme  on  a  vu.  Cette  concordance  singulière  vient  de  ce  qu'on 
peut  tout  aussi  bien  poser  les  équations  indéfinies  de  l'équilibre  en 
considérant  un  élément  parallélij)ipède  o/;/;Vy««/?^/f^  qu'en  considérant 
un  élément  parallélipipède  rectangle. 

§  III.  —  Formule  symbolique  générale  Journissaiit^  en  Jonction  fies 
coejficients  d'élasticité  pour  des  aaes  donnés,  ceux  qui  sont  rclatijs 
à  d'autres  a.res  aussi  donnés  et  rectangulaires ,  et,  aussi,  les  coejji- 
cients  qui  doivent  entrer  dans  V  express  ion  d'une  composante  quel- 
conque de  pression  même  oblique. 

ti.  Mojens  d'obtenir  les  coejjicients  nouveaux.  —  Abstrayons,  dans 
tout  ce  paragraphe  et  le  suivant,  les  pressions  /?^^ ,  etc. ,  antérieures  aux 
déplacements,  ou  prenons  pour 


les  valeurs  (i)  de 
Si 


Pxx  y       Px)  ?  •  •  •  9       Pxx 
Pxx  >       Prr   '   •       •  ?       Pu, 


xy 


OC,   y 


désignent  les  directions  de  nouveaux  axes  coordonnés,  rectangulaires 
comme  les  anciens  x,  j-,  z,  les  composantes,  parallèlement  à  x' ,  f\  2', 
des  pressions  sur  les  plans  perpendiculaires  à  ces  coordonnées,  seront 
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exprimées  par  ces  formules,  semblables  à  (i), 


:3) 


Px'x'  —  "^x'x'x'x'    a:'  "T~   •   •   •   "T-  f^x'x'x'y'  &.T'r'  i 

Pr'y  =  ^r'ï'x'x'  ^x'  + ,   etc.,    /7y/  =  . 


Et  les  mêmes  coefficienls  nouveaux  'a^'x'x'x'-,  etc.,  entreraient,  soit  dans 
l'expression  nouvelle  du  potentiel  • 

toujours  égal  à  lui-même  ou  ayant  une  valeur  indépendante  des  axes, 
soit  dans  les  équations  d'équilibre  exprimées  en  fonction  des  déplace- 
ments u',  p',  w'  suivant  les  directions  x\  j',  z'. 

Nous  cherchons  à  avoir  ces  vingt  et  un  coefficients  ^x'x'x'x-'^  ^x'x'y'y'i  etc. 
en  fonction  des  vingt  et  un  anciens  a^^^-^^;,  etc.,  et  des  neuf  cosi- 
nus cos(x,  x'),  cos  (^,  jc'),  .  .  .  ,  cos  (z,  s'),  que  nous  désignerons, 
pour  abréger,  par 

^xx'  1    ^yx'  ?    ^zx'  5    *  xy'  i    ^yy'  >    ^zy'  5    ^xz'  •>    ^yz'  >    ^zz'  ' 

On  peut  y  arriver  à  l'aide  de  cette  branche  d'analyse  qui  a  été  fort 
cultivée  dans  ces  dernières  années  sous  le  nom  de  calcul  des  formes,  ou 
bien  des  transjbrmations  lincaîres,  applicables  surtout  aux  fonctions 
homogènes  du  premier  et  du  second  degré,  car  x,  j^  z,  m,  c,  w  sont 
fonctions  linéaires  de  x\  j',  r',  u' ,  v\  iv\  et  réciproquement. 

Mais  nous  pouvons  trouver  ces  expressions,  et  même  d'autres  plus 
générales,  sans  cela,  et  en  nous  dispensant  même  de  mettre  à  la  place 
des  dilatations  et  glissements  ^,  g  des  fonctions  des  coefficients  diffé- 
rentiels des  déplacemefits  u,  v,  etc. 

En  effet,  en  appelant  en  général 


la  direction  de  la  normale  à  un  plan  nouveau  sur  lequel  on  veut  pren- 
dre la  pression,  et 

s 

la  direction  de  décomposition ^  suivaiît    laquelle    on    désire  avoir   la 
composante  ou  la  projection  de  la  pression  que  ce  plan  supporte,  on 
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a,  avec  nos  notations,  n  et  s  étant  on  tletix  des  directions  nonvelles  x\ 
y\  z\  on  niomo  denx  directions  ohliqnes  onelconqnes, 

Or  la  lonnnle  générale  de  changement   de  plan  de  pression   doinie, 
jvec  notre  manière  ci-dessns  de  désigner  les  cooinns. 


faS' 


Mettons-y  p(Mn'  p^j.,  pyy,  .  .  .  ,  /\,.^  les  expressions  (i) 

et  ensuite,  pour  les  dilatations  et  glissements  '^x»  "*/»•••  »  ^xyj  dans  le 
sens  des  anciens  axes,  lenrs  valenrs  suivantes  en  fonction  des  dilatations 
et  glissements  dans  le  sens  des  nonveanx,  et  qni  s'obtiennent  par  des 
considérations  j^nreinent  géométriques  et  indépendantes  des  grandeurs 
des  déplacements  n,  v,  wdes  points  (tu  corps  dans  l'espace, 

I  "T"  ^x'y'^xx'^xy'  1 

]    \  =  K'C^y  -+-  ^.'C;^-  +  :^.'c;.^,  +  g/,'C,.^,c,.,'  4-  g.vfVS.,, 
^^   ^  +-,,c    ,c 

I  ^^  i^x'y'^yx'^yyi 

f      h  =  ^x'^l'  -+■  V^\v'  -+-^^'^?*'  ^  ëy'z'^zy'C,,,  -h  g.vC^.'C.-x' 
i  ~T~  g  A'/'  ^zx'  ^zy'  T 


I  *]  Car  comme  la  pression  sur  l'unité  siiperficitHe  de  cette  face  est  résultante,  d'après 
le  théorème  déduit  de  l'équilibre  du  tétraèdre,  des  pressions  supportées  par  ses  trois 
projections  sur  trois  plans  perpendiculaires  aux  .r,  aux  j,  aux  z,  et  comme  les  super- 
ficies de  celles-ci  sont  c,,^,  c„, ,  c,,,,  les  composantes  de  celte  pression,  suivant  les  trois 
coordonnées,  sont  respectivement 

C„^/?xi-t-  C„,7?j.^-t-  C„,/J,^,       C„^Pxy  -h  *^\yPxy  +  Cnxif^y-,        <^r^xPxz  +  C„,, /?^, -+- C„,/J,,  , 

qui  ajoutées,  après  avoir  été  multipliées  respectivement  par  c^,,  c^.^,  c^^  [)Our  obtenu 
la  projection  ou  composante  suivant  s,  donnent  bien  pour  somme  l'expression  (25} . 
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1-6) 

(suite) 


-+-  ^y'z'KCyfCzz'  H-  Cyz'Czy')  -+"  gzv(c^^'C^x'  +  *^yx'C^^'] 

~^  §x'y'\^yx'^zy'     •     Wv'C, 


\^yyl    ^ZX')1 


a         O  ^       n 


Q,''  ylC^ylC-i-yl 


2'  c.,^,Cw+  r 


") 


■-h  c. 


zz'^'xy'l  """"  ^z'j:' V'-'^z' "-xj:''  ">"  ^zx' '-'xz' 


5X/ —  — '•  j-'Cj;j;.'Cj,j.' H-  1"  yfCji.yiQyy>  -+-  "2.  " z' ^ X z' ^ y z' 


'^  %x'y'\S'xx'^y/  -^  ^xy'^yx')    \     J- 

dette  substitution  donner.i  une  expression  de  p^^  en  fonction  linéaire 
des  six  déformations  nouvelles  ^^.,,  ly,  î)^,,  gy-,,  gg,^,  g^,^,.  Si  on  la  coni- 


[*]  On  peut  les  tirer  immédiatement  de  ce  théorème  connu  (et  employé  en  Mécani- 
que quand  on  veut  évaluer  le  travail  d'une  résultante  de  plusieurs  forces  pour  un  espace 
résultant  de  plusieurs  autres  espaces  parcourus),  que  si  l'on  a  deux  lignes  dont  chacune 
est  résultante  géométrique  de  ])lusieui's  autres  lignes  (ou  deux  chemins  directs  dont  cha- 
cun unit  ensemble  les  deux  mêmes  points  qu'un  chemin  polygonal),  le  produit  d'une 
de  ces  résultantes  par  la  projection  de  la  seconde  sur  sa  direction  est  égal  à  la  somnu.- 
algébrique  de  tous  les  produits  des  composantes  de  l'une  par  les  projections,  sur  leurs 
directions,  des  diverses  composantes  de  l'autre. 

En  effet,  en  l'appliquant  à  deux  lignes  r,  :=  a-(i  -i-  Dr),  ^,  =  ^(i  -\-  ci^),  diagonales 
des  deux  parallélipipèdes  obliquangles  dans  lesquels  se  sont  changés  deux  paralléhpi- 
pédes  rectangles  dont  les  côtés  adjacents  étaient  rc„,  rcry,  rc,z,  et  ^c^^,  .vc^.,  se,:, 
et  sont  devenus  rcrx(i  -r-  ^x),  ^c,y(i  +  ^r)f  ■  ■  »  •^^«(i  +  'Ïï),  on  a,  g^^,  g-^,  g^^  étant 
les  cosinus  des  angles  que  font  maintenant  entre  eux  ces  côtés,  si  l'on  divise  tout 
par  rs  : 

(i-|-:);.)(i  +  D,)cos(r, ,  s^)—  (H-cIj)^c,xC,x-H  (i  +  ^j)=  c,^c,^  +  (i  +D-)'C„a-, 

H-  (Crj-C^  4-  CrzCsy)  (  I  "h  ^jr  )  (  '  +  '^0  g/^ 
-h  {CrzCsx-+-  C,.xC„)  (l  +  i^)  (l  -+-  Dx)  g« 
■+•  {CrxCsy  +  CryC,:,)  {î  +  3x)  (l    "h  ^^)  gx,  , 


(27) 


équation  qui  donne  successivement,  à  cela  près  de  produits  négligeables,  la  première 
et  la  quatrième,  par  exemple,  des  formules  (26)  en  écrivant  x\  j',  z  au  lieu  de  .r, 
r,  z,  et  en  prenant,  i"  r,  et  *,  de  même  direction  x,  2°  r,  s  à  angle  droit  et  dirigées 
suivant  y  et  z,  puis  développant  chaque  fois  et  réduisant. 

lonic  VIII  (•_)<'  série).  —  Septembre  iSGj.  in 
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parait  ternie  à  terme  avec  l'équation  (a4)  ''^nsr'.''^.r  "+"  •  •  »  ^"  égalant 
entre  eux  les  coefficients  des  mêmes  ^  on  g,  on  aurait  les  formules  dé- 
sirées de  tous  les  coefficients  nouveaux  a^^^,^,,  a,,^^,^,,  .  .  .,  en  fonction 
des  vingt  et  un  anciens  3^,,^., ... ,  qui  s'y  trouveraient  multipliés  par 
des  puissances  et  des  produits  du  (juatrième  degré  des  cosinus  Cj.j,/, 

(>.  Formule  générale  qui  les  donne.  —  On  abrège  singulièrement  le 
calcul  et  l'on  arrive  à  quelque  chose  de  fort  simple  a»i  moyen  de  nota- 
tions symboliques  connue  celles  que  plusieurs  auteurs  anglais  appellent 
Syheslrian  uinhrœ,  parce  que  M.  Sylvesler,  qui  les  a  (îmployées  avec 
succès,  appelle  ombres  de  quantités  [shadows  of  quantifies)  [*]  ces 
sortes  de  notations  dont  se  sont  servis  précédemment,  au  reste,  Cauchy 
et  d'autres  analystes. 

Convenons  donc  que 

sont  de  purs  symboles  qui  ne  représentent  aucune  quantité,  mais  dont 
les  proiluits,  algébriqu(Mnent  formés,  par  des  symboles  de  même  espèce, 
lorsqu'on  développe  les  produits  de  polynômes  où  ils  entrent,  repré- 
sentent les  quantités  a,  y?  et  ?,  g  ci-dessus,  en  sorte  qu'en  général 

)   sont  la  même  cliose  que  ] 

PxPx^  PjPz.--  -,         )  i    P:cx,  Prz,'  ■-, 


(■^7) 


£,s,     OU     e^^  1  ^  (  i>^-, 

I   sont  la  même  chose  que  < 

'  y  '  \    fy  ' 

et  même  (en  poussant  plus  loin  la  décomposition  que  n'a  fait  M.  Sylvesler),  que 
a^ay  est  la  même  chose  que  le  symbole  a,y  ,  et  par  conséquent 
a^ay  .  a^a/  est  le  coefficient  a,y^/. 


[*]  On  the  Principle  of  the  Calculas  of  Forms,  in  Cambridge  and  Dublin  mathe- 
matical  Journal,  vol.  VII  (XI  of  Cambridge  Journal),  i852,  p.  76. 

A  la  fin  d'un  autre  Mémoire  [Transactions  of  the  Royal  Society  London,  i853)  se 
trouve,  p.  543,  une  sorte  de  vocabulaire  dans  lequel  M.  Sylvester  appelle  ombrale  une 
notation  où  ces  quantités  se  trouvent  représentées,  dit-il, /?<7r  des  syllabes  entre  paren- 
thèses, au  lieu  de  l'être  par  de  simples  lettres,  les  deux  lettres  de  ces  syllabes  étant 
appelées  quantités  ombrâtes  ou  ombres. 
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Alors  les  formules  (i)  des  composantes  de  pression  parallèles  aux  ./ , 

j)',  z  peuvent  s'écrire 

(28)  p  =a  (ci^£^  H- a^-Sv  H- a^c^)''- 

^        /  rxx  ou  73  ou    .  .  .  XX  ou  y  z  ou   ...   ^    ■^■'^  y   y  z    ^  I 

Substiîuant  drins  la  formule  de  transformation  (^5), 
p    =  p    c     (•     4-  .  .  ., 

/  ns  I  XX    n  X    s  X  ' 

on  a  le  sextinôme  de  son  second  membre  avec  des  a  au  lieu  de  /?,  el  le 
facteur  (a^s^. 4-  a^s^.  +  a^s^)^  à  la  suite.  Donc,  comme  cette  formule  (aS) 
peut  s'écrire 

•■•^9)  P..=  (Px^nx-^  Pr'''^^-^-  P^^'n.)  (rx'\x+  P^%^-^  P.'-\.)^ 


OU  a 


Pus  =   KS,x-^  ^  V+  ^-^n.)  KCs.+  a^C^^+  a^.C^^)  X 

X  (a_,£^  +  a,.£^  +  a.£^)^ 

Orlesformules(26),exprimantlesLi  et  g  parallèles  aux  jr,  7,2  en  fonction 
des  <>  et  g  parallèles  aux  x',  y',  z',  peuvent  s'écrire 

j     ^x^x^^  \^x'^xx'~^  ^y'^xyi~^  ^z'^xz'l'i 

j         revenant,  si  i  représente  l'une  des  directions  -^j  J'',  ^,  à 

Remplaçant  successivement  /  par  x,  j^  2,  et  substituant  dans  la  va- 
leur précédente  (^^  p^,^.  elle  devient 

,3 1  )     \  X  [  a^ c,^^/  +  a,. Cy^,  -h  a ,  c-.^.,)  s^/  4-  (a^ c^y  4-  a,. Cyy>  +  a ,  c ._,.,)  £,.- 

'  +  {}^x^xz'  +  '«r  C;--  4-  a_.c,,')  £^,..]- . 

Mais  l'expression  (24)  de  p^^  en  i)^,,  . . . ,  g^y  peut  s'écrire 

(3î)  ^„3  =  a,^aja^,c,'  4-  ;y£,,  +  a,,£,0^ 

37.. 
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Comparant  ces  deux  expressions  et  examinant  les  termes  qui  seraient 
affectés,  après  qu'on  les  aurait  développées,  des  mêmes  puissances  et 
produits  des  s,  c'est-à-dire  des  mêmes  dilatations  ou  glissement  ^"^ ,.-, . . . , 
g^-^,,,  on  reconnaît,  sans  effectuer  le  développement,  qu'il  en  résulte  des 
expressions  des  coefficients  a  nouveaux,  toutes  renfermées  dans  la  for- 
mule symbolique  suivante 


(53)  { 


a      ,  ,=r  a  a   .  a  ,a  , 

iisx'y  II    s         X     y 

si 
a,  =  a,. cos(/,  x)  H-  n,.cos(/,  y)  -f-  a,cos(/,  z), 

x'  et  y'  étant  des  directions  prises  parmi  celles  des  coordonnées  rectangles 
nonvelles  .r',    }"',  s', 

U  et  s  otani,  ou  des  directions  prises  aussi  parmi  celles  de  ^X'  ,  ^  ,  2  , 
ou  tleux  autres  directions  absolument  arbitraires, 

i  désignant  l'une  quelconque  de  ces  quatre  directions. 

Non-seidement  cette  forraide  fournit  l'un  quelconque  des  vingt  et 
un  coefficients  a^-^xV»  ^x'x'yy-,  •  •  •  ?  V^r^'»  •  •  •  '  '•^x'.v'x-y,  •  •  • ,  entrant  soit 
dans  les  expressions  de  six  composantes  /9^ v»  •  •  •  ?  Py'z'y  -  •  •  ■>  soit  dans 
celle  du  potentiel  <I>  (niuuéro  suivant)  en  fonction  des  déj  or  mations 
élémentaires  '"^.i,...,  g^.  j', .  . . ,  soit  dans  les  équations  d'équilibre  (19) 

—  joX'  —  dijc'x'x'x'  -j-7^  +  .  . .  ,  où  ils  affectent  les  dérivées  successives 

fie  v! ^  v\  w';  mais  elle  donne  encore  directement  ïun  de  ceux^  au  nom- 
bre de  trente-six^  qui  entreraient  dans  L' expression^  en  fonction  des 
mêmes  ^^.-, .  .  . ,  gy.-, .  .  .  ,  de  la  composante  p^^ ,  suivant  une  direction 
arbitraire  s,  de  la  pression  sur  Vwiité  supeificielle  d'une  petite  face 
absolument  quelconque  y  AydiVïX.  son  centre  en  [x\  ;',  z')  et  dont  n  re- 
présente en  direction  la  normale  arbitraire. 

Le  produit  a  a  .  a  ,a  .,  des  quatre  trinômes  symboliques  de  la  forme 
3xC|\r  +  3jC,y  -h  a^c,^  doit  être  effectué  dans  l'ordre  indiqué  sans  pou- 
voir faire  d'autre  interversion  que  celle  des  deux  premières  facteurs 
entre  eux  et  des  deux  derniers  entre  eux,  si  les  directions  n  et  s  ne  sont 
pas  prises  comme  x'  et  y'  parmi  celles  des  trois  axes  rectangulaires  x\ 
f,  z'. 
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Mais  l'interversion  des  deux  premiers  à  la  fois  avec  les  deux  der- 
niers à  la  fois  est  possible  si  n  et  s  sont  prises  parmi  celles-ci. 

Et  alors,  l'interversion  d'un  des  deux  premiers  facteurs  avec  \m  des 
deux  derniers,  et  par  conséquent  de  tous  entre  eux,  sera  permise  si 
l'on  admet  le  principe  des  actions  moléculaires  conduisant  aux  six 
égalités  complémentaires  (8),  en  réduisant  les  vingt  et  un  coefficients 
^xxxx-,  etc.,  à  quinze  (n°  2). 

7.  Autres  manières  d'aniver  à  la  formule  générale  (33).  —  On 
peut  la  déduire  plus  simplement  de  l'expression  (6)  du  potentiel  0'. 
qui  peut  être  écrite 

(34)  <I>'  =  ^[(a.£.H-a,,2,.-|-a,£,)^]% 


et  que  nous  n'écrivons  pas  -  [Hj. Sj.  +  .  .  .y ,   parce    que   le    trinôme 

^x^x  H-  .  • .,  entre  parenthèses,  doit  être  élevé  au  carré,  puis  le  sexti- 
nôme  résultant  élevé  au  carré  pour  éviter,  entre  les  sous-lettres  des  a, 
des  interversions  qui  ne  sont  permises  que  lorsqu'on  reconnaît  avec 
nous  le  principe  des  six  égalités  (8). 

En  remplaçant  e^,  s^,  s.^  par  leurs  valeurs,  comprises  dans  l'expres- 
sion (  3o)  Si  =  £^,  C/j.,  +  Ey'  Ciyf  +  e^/  Ciz' ,  on  a 

^  '  =  ^  !  [(  •'^^'  ^xx'  +  «.>  ^fx'  H-  ^z  Czx'  )  h:'  +  (  ^x  Cxy'  +    ^J  Cyf  ~^  ^z  ^zy')  V 

qui,  comparée  à  une  expression  semblable  à  la  précédente  (34)  mais 
composée  pour  les  axes  coordonnés  nouveaux,  savoir 

<î)  =  ^  [(a^'  £.,,  -h  a^.  V  4-  a^,  £^,)']% 

et  qui  représente  toujours  (sauf  les  /?°  abstraits)  le  potentiel  dont  la 
valeur  invariable  ne  dépend  point  de  la  direction  des  coordonnées  (ou 
de  la  manière  dont  a  été  taillé  l'élément  de  volume  considéré  au  n°  2), 
montre  bien  qu'on  a  fa  formule  symbolique  (33),  au  moins  lorsque 
les  directions  n,  s  sont,  comme  celles  x',  y',  prises  au  nombre  des 
directions  ûc\  y,  z'  des  nouveaux  axes  rectangulaires. 
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On  peul  encore  y  arriver,  en  n'employant  que  les  symboles  a^.,  a,  , 
■>.-,  OxA»  etc.,  sans  les  symboles  p^.,  /->,  ,  p.^  g^. ,  e^. ,  s.. 

En  effet,  l'expression  (a5)  />„s  = /^xx^nr  S.r  ^"  •  •  •:>  s'  l'on  substitue 
aux  /;,,.,  /\.^. ,  etc.,  leurs  valeurs  (i)  revenant  à 

(a^.,  ou  a„.  ou  etc.)  (a.,^c\r  + -+■  a,^gr^  +  •  •  •) 

devient 

in     =  (a  ,  c     +  a^  c .    -f-  a,  c    Wa  c     -h  a  c     -+-  a  c    )  x 

«j,.         \  /  Ils  V     '      n.<-  ^     n.v  s     tizl  \    X    HT    '       .rsr  e     iz  ) 

(         X  ( a.,^c\^ H-  a^._,. .\  +  a,,c\.  +  a^.^ g^.,  -h  a^..,.g,^.  +  a^^. g.,^,). 

Remplaçant  t>.r  ,  ;>^ g.,,,  par  leurs  expressions  non  symboliques  (26)  et 

ordonnant,  dans  la  troisième  parentbèse,  par  rapport  à  «'i, ,  ^',   -.g^'j', 
il  est  facile  de  voir  que  ;)^'  y  est  affecté  d'un  sextinôme  revenant  à 

et  g,.,-'  d'un  polynôme  revenant  à 

(a.,.c,-x+  i\yCyy-h  a.c^..-)  (a^c,-.,.+  a^.c^-y  -+-  a.c,.^). 
Comparant,  sans  même  développer  (35),  avec  l'expression  (24) 

on  reconnaît  que  chaque  sous-lettre  /  des  coefficients  a  de  celle-ci 
répond  à  un  trinôme 

ce  qui  prouve  bien  la  formule  (33)  du  numéro  précédent. 

S.  Formules  et  équations  de  L'élasticité  écrites  symboliquement.— 
En  complétant  les  formules  (28)  des  pressions  et  (34)  <lu  j^otentief 
par  l'addition  des  parties  affectées  des  p^ ^  l'on  a,  au  moyen  de  nos 
notations  symboliques  (27), 

/  (la         (tv  div 

l  x.r  ou  yz  ou   .  .  .  I  XX  bu  yz  (m    ...    y  (l_r:  dy  dz 


■^^'        +  ii>°în+p;7?^p"j^  ('•/'""  ""  /^""■+/':'"  •'"  ■ 


dj 

+  «xxourJa^2-  +  ^V2/  +  ='=^-)'' 
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Et  les  trois  équations  d'équilibre  indéfinies  (19)  peuvent  s'écrire 

_  p  (X  o„  Y  ou  Z)  =i^pl±^^  p^  Ty-^P'  '£)     ^''  ^"^  "  "*"  '*'^  ^ 

(  38 }  I        +  a,r  „„  ,  ,„ ,  (^a,,  ^.  -^  a^.  ^--_  +  a^  ^  )  X 

Nous    ferons  usage    aux   paragraphes    suivants    de    ces   formules 
abrégées. 
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REMARQUE  NOUVELLE  SUR  LA  FORME 
Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


.lai   donné    (dans   le   cahier  de  mai   1860,   p.    1/J7)  une  expression 
snnpie  du  nombre  des  solutions  que  comporte  l'équation 

;/  =  a:-+j-  +3(2='  -^t'], 

ou  n  est  un  entier  donné,  quand  on  y  prend  pour  .r,  j,  z,  t  des  en- 
tiers quelconques,  positifs,  nuls  ou  négatifs.  Mais  quel  serait  le  nombre 
des  solutions  de  cette  même  équation  si  l'on  n'admettait  pour  j?,  j-, 
z,  t  que  des  valeurs  impaires  et  positives?  Pour  répondre  à  cette 
question,  j'observe  d'abord  que  l'équation  dont  il  s'agit  deviendra 
alors  impossible  si  ii  n'est  pas  un  multiple  de  8.  Maintenant  soit  fi 
multiple  de  8;  on  pourra  écrire 

n  =  S. y.  2' m, 

m  étant  un  entier  impair  premier  à  3,  et  je  dis  que  le  nombre  demandé 
sera  égal  à 

ou  je  désigne  à  njon  ordinaire  par  Ç,  (m)  la  somme  des  diviseurs  de  m. 
Ainsi  pour  A^  =  8  on  n'a  qu'une  seule  solution,  laquelle  est  fournie 

par  l'identité 

8  =  i2+i2-h3(i2+i«). 

Pour  /^  =  16,  on  doit  avoir  deux  solutions.  La  double  équation 

i6  =  r-'  +  3^+  3(i-  +  i2)  =  32  +  r^-h3(i^+r-^) 

confirme  ce  fait.  Pour  «  =  24  et  pour  n  =  32,  le  nombre  de  solutions 
deviendra  égal  à  Zj-  Pour  n  :=l[0^  il  sera  égal  à  6.  Mais  je  n'ai  pas  à 
insister  sur  ces  vérifications  numériques. 
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Sur  la  surface  qui  coupe  la  courbe  d' intersection  de  deux 
surfaces  algébriques  données  dans  les  points  de  contact  des 
plans  osculateurs  stationnaires  ; 

Par  m.  CLEBSCH. 


M.  Salmon,  clans  son  excellent  traité  Sur  la  Géométrie  analytique 
h  trois  dimensions  (Dublin,  1862),  remarque  qu'il  n'a  pas  réussi  à 
réduire  à  la  forme  la  plus  simple  l'équation  d'une  surface  qui  coupe 
dans  les  points  de  contact  des  plans  osculateurs  stationnaires  la  courbe 
d'intersection  de  deux  surfaces  algébriques  données.  Il  ne  me  semble 
donc  pas  qu'il  soit  sans  intérêt  de  donner  dans  ce  qui  suit  la  réduc- 
tion dont  il  s'agit. 

Soient  z^  =  o  et  t'  =  o  les  équations  de  deux  surfaces  données,  l'une 
du  degré  w,  l'autre  du  degré  /z;  désignons  par  m,-,  v^,  Ui/,,  v^^  les  quan- 
tités 

r   (lu  r     (h 

\  m  rf.r,  m  dx^ 

(0 

<  _  I  d'à  _         I  d'v 

'  m  .m  —  I    dxi  dxj,  '  '         n  .n  —  i    dxi  dxk 

:<:,,   oc.,,   ^3,  x^  étant  des  coordonnées  homogènes  d'un  point  quel- 
conque X.  A  cause  des  équations  (i),  on  a  identiquement 

Ui  =  A/ji  X ^  -\-  11(2  X2  "4-  liij  X^  +  Uiu  «3^4, 

,      tV   =Z  P-,    X,    -h   (',-2  J^'i  +   '^-3   ^^3   +   ^U  ^'■.. 
(2} 

Il  z=.  u^  .r,  4-  u.,  X2  -f-  «3  Xj  -(-  n^  jf/i, 

V  =  t',  X,  -h  i'o  vT.,  -h  l'i  X3  -h  <%  JC'4. 

Or  M.  Hesse  a  trouvé  [Journal  de  Crelle,  t.  XLI)  qiie  l'équation  du 
plan  osculateur  de  la  courbe  d'intersection  de  m  et  f  en  un  point  x 

Tome  VIII  ('i"  série).  —  Septembre  )863.  >JO 
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prend  la  forme 


(3) 


j    O  =  Il  (l^,  X,  -h  Po  X,  +  t'a  X3  +  t%  X  J 

)  —    V(//,X,   -|-/<,\2+//3X3   4-M^X,), 


U  et  V  désignant  les  covariants  suivants 


U=(m-  i^ 


(4) 


f'>i 

7/.J, 

"u 

'^. 

«'. 

u,., 

11.2-2 

Ihi 

^^2 

»'2 

^/.3 

l'2i 

f'33 

'^i3 

*'3 

«H 

"2* 

fhi 

11;, 

^/. 

^. 

i>2 

♦•3 

^\ 

0 

<-'.. 

<^2. 

t'ai 

*'.». 

«1 

^'.2 

i'o2 

*'3' 

»%2 

i^. 

t'u 

t'23 

^'3  3 

^43 

Us 

<'«■. 

t'2.» 

^34 

^%4 

". 

«» 

H.> 

//3 

f<, 

0 

(/.-I) 


Je  commencerai  par  établir  de  nouveau  cette  équation  de  M.  liesse, 
la  méthode  employée  par  l'illustre  géomètre  d'Tleidelberg  étant  sus- 
ceptible de  quelques  simplifications.  Concevons  trois  points  consé- 
cutifs de  la  courbe  a:,  x -{- dx^  x  -\-  idx  -\-  d-  x\  l'équation  d'un 
plan  passant  par  ces  points,  c'est-à-dire  l'équation  du  plan  osculateur, 
sera 


(5) 


o  = 


X, 

X, 

X, 

X. 

X, 

•^2 

X3 

x\ 

dXf 

dx^ 

dx^ 

dXi 

d^x, 

d'-Xi 

d'x. 

d'x. 

Il  y  a  entre  les  quantités  dx,  d'^x  des  relations  qu'on  trouve  en  dif- 
férentiant  deux  fois  les  équations  des  surfaces  données.  Ayant  égard 
aux  notations  adoptées,  on  obtient  les  équations 


(6) 


O  =  «,  dXf  -+-  «2  dxo  H-  U3  dx^  -h  M4  dxi. 
o  =  Vf  dXf  4-  V.2  dx2  -h  <'3  dx^  ■+■  v^  dx^  ; 
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(7: 


O  =:  Ut(P  JCf  +  Mo  fi^  ^1  +  ^'3  (^^  ^3  -+-  Un  (P  Xi, 

-h  [m  —  1)  11  Uii,  flxi djC/,, 
o  =  Vf  ci-  .r ,  H-  4^2  <^'  ^2  4-  ^3  d-  JCs  H-  1^4  r/^  x^ 

^{n—  \)llVi^(Jx,dXk. 


Or,  si  l'on  multiplie  le  déterminant  (5)  par  le  déterminant  suivant 

M,        Uo        l/^       li^ 

^t      ^'2      ^3      ^\ 
a,      «2      «3     «4 

/3,     ft     /33     iS, 

dans  lequel  les  a,  |S  sont  des  quantités  quelconques,  le  produit,  qui 
est  lui-même  un  déterminant,  contient  à  cause  des  équations  (6) 
quelques  termes  évanouissants,  et  le  reste  se  décompose  en  deux  fac- 
teurs, dont  l'un  contenant  les  a,  j3  est  étranger  au  problème,  tandis 
que  l'autre  qui  est  essentiel  prend  la  forme 

(m,  d-  X,  -+-  iio  d'-  Xo  -+-  //s  d-  X3  +  iir,  d-  x^) 

{i^.X,  +  ^'2X2  +  ^'3X3  +  i^^X,) 

—  (i',  d^  X,  -h  i'o  d'  X.2  4-  <'3  d'-  x^  -h  t^4  d'^  x^) 

{u,X,  -h  n^X^-h  «3X3  +  UjiX;,). 

Ici  on  peut  se  servir  des  équations  (7)  pour  éliminer  les  d-  x,  et  alors 
on  a  l'équation  du  plan  osculateur  sous  la  forme  suivante 


(8) 


i    o  =  (/72  —  I )  (p,  X,  H-  l'o  X2  H-  i^g  X3  4-  v^  X4)  11  iiihdxidXf. 

\       —  (/^  —  i)  («,  X,  -h  «2X2  4-  1I3  X3  4-  «4  X4)  11  Vik  dxidx^. 


.Les  quantités  dx  sont  assujetties  aux  deux  équations  (6);  mais  comme 
les  coordonnées  homogènes  satisfont  toujours  à  une  équation  linéaire 
de  la  forme 


(9: 


A* I  X f  4~  h 2  X2  4~  A'3  1^3  4~  A/,  X i,  —  I , 


38.. 
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ou  on  déduit  une  troisième  équation 

(lo)  A-,  (h-,  -\-  A'a  (ix.j  -+-  /'a  d.V.^  H-  /> ,  (h\  r_-  (). 

En  opérant  par  cette  équation  combinée  avec  les  é(iuations  (6),  il  esl 
évident  que  les  quantités  dx  seront  proportionnelles  aux  déterminants 
qui  sortent  du  système  incomplet 


lO" 


". 

U.2 

i^j 

f; 

t'. 

V., 

»'3 

^>A 

A. 

A, 

^. 

A. 

Introduisant  donc  ces  valeurs  proportionnelles  au  lieu  des  (/.%•  dans 
l'équation  (9),  on  peut  substituer  aux  deux  sommes  doubles  les  déter- 
minants 


i«o*) 


^11 

«12 

«13 

«M 

«1 

^1 

A, 

//,, 

"32 

«23 

«2  4 

«._. 

'•2 

A. 

«3  1 

«3  2 

«3  3 

«3  4 

«3 

t'3 

A3 

t'^i 

«V. 

«.3 

«44 

«4 

»^ 

lu 

l'i 

«2 

«3 

«4 

0 

0 

0 

t^ 

V., 

^3 

^4 

0 

0 

0 

A-, 

A, 

A3 

A. 

0 

0 

0 

^ti 

i',. 

^.3 

t^.4 

«< 

^i 

A, 

^21 

t'oo 

<^2  3 

^2  4 

11-2 

^■2 

A, 

^3. 

^^3  2 

*^3  3 

^3  4 

«3 

^'3 

A3 

^ii 

^V2 

^4  3 

*'4  4 

«4 

^k 

A. 

«1 

«2 

«3 

«4 

0 

0 

0 

^t 

^^2 

<^3 

^4 

0 

0 

0 

A:, 

^2 

A3 

A. 

G 

0 

0 

Pour  transformer  ces  déterminants,  il  ne  faut  que  multiplier  leurs 
quatre  premières  colonnes  par  3C^,  jc^,  x^,  x^  respectivement,  les 
retrancher  de  la  cinquième,  et  alors  opérer  de  la  même  manière  sur 
les  séries.  On  détruit  ainsi  les  termes  Ui  dans  le  premier  déterminant. 
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el  les  i'i  dans  le  second;  et  an  lien  des  carrés  formés  par  des  zéros,  on 
obtient  les  carrés  suivants 


—  n 

—  (' 

—  I 

o 

—  // 

—   I 

—  o 

o 

o 

—  // 

—  o 

o 

—  1 

o 

o, 

—  1 

o 

o. 

Les  fonctions  u^  o  s'évanouissant  ponr  les  points  dont  il  s'agit,  on 
peut  mettre  o  à  la  place  des  u,  v,  et  les  déterminants  proposés  se  trou- 
vent alors  réduits  au  carré  de  i,  multiplié  par  les  déterminants  dési- 
gnés au-dessus  par  — — , Ue  celte  manière,  l'équation  (8)  se 

trouve  réduite  à  la  forme  (3),  qui  est  la  forme  donnée  par  M.  Hesse. 
Passons  à  l'investigation  des  points  x  de  la  courbe  donnée  qui  sont 
situés  avec  les  trois  points  consécutifs  dans  le  même  plan,  plan  oscu- 
lateur  stationnaire.  On  peut  partir  de  deux  points  de  vue  différents.  En 
premier  lieu,  on  revient  à  l'équation  (3),  et  on  établit  la  condition 
nécessaire  pour  que  le  plan  osculateur  mené  à  un  point  très-voisin 
.r  -+-  djCt  coïncide  avec  le  plan  osculateur  mené  au  point  or,  c'est-à- 
dire  la  condition  nécessaire  pour  que  les  équations 

^A  2X,(Ui>,--  Va/,)  =  o, 

^"^  I  2X,-[(U  +  ^U...)(t',--h^(^-...)-(V-4-ryV...)(^/.-4-^A/,...)]^o 

représentent  le  même  plan. 

En  retranchant  la  première  des  équations  (i  t)  de  la  seconde  et  en 
ne  conservant  que  les  termes  du  premier  ordre,  on  aura  l'équation 

lX,{i',d\]  -i-  \Jdi^,  -  u,dY  —  vdV,)  =  o, 

laquelle,  ne  pouvant  être  différente  pour  les  points  dont  il  s'agit  de  la 
première  des  équations  (i  i)  que  par  un  facteur  commun,  donne  nais- 
sance aux  quatre  équations  suivantes 

Ur/P,  -  //,  ^V  —  Y  du,  =  (U  i^  -  V«,  )  ds, 

.   Vdi'o  —  u^ dN  —  Ydu^  =  (U i^o  —  Vwj) ds, 

U^A^  -  u,  dV  -  Y  du,  =  (U  v,  -  Yu,)  ds, 
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où  ds  désigne  un  facteur  inconnu  infiniment  petit.  Ces  quatre  équa- 
tions sont  linéaires  quant  aux  cinq  quantités  r/.r,,  Hx2^  fir^,  d^*-,  '^•i'. 
et  comme  on  a  à  vérifier  en  outre  les  trois  équations  (6),  (lo),  qui 
contiennent  ces  mêmes  quantités,  on  pourrait  croire  qu'on  devait  ob- 
tenir trois  équations  finies  entre  a*,,  ^r,,  .Tj,  .r.,,  en  chassant  de  ces  sept 
équations  les  cinq  quanlités  infiniment  petites.  Mais  on  voit  facilement 
qu'on  peut  former  tleux  combinaisons  des  équations  (12),  qui  s'éva- 
nouissent identiquement  à  l'aide  des  équations  11  =  o,  p  =  o,  de  ma- 
nière qu'en  effet  les  équations  (12),  (6),  (10)  ne  représentent  que  cincj 
équations  diverses.  On  obtient  la  première  de  ces  combinaisons  en 
multipliant  les  écpiations  (12)  par  x,,  .r^,  .rg,  x<,  où  la  somme  des 
produits  s'évanouit  à  cause  des  équations 

JT,  (ht,  -h  .T.,  r/z/o  -+-  ^3  fiif^  -+-  T  -,  dfiji  =  o, 
.x\  (h\  -h  JCy  di'.j  -+-  vTg  di^3  -+-  a^  di>,,,  z=l  o, 

qui  sont  une  conséquence  nécessaire  des  équations  m  =:  o,  f=:  o.  La 
seconde  sera  obtenue  en  multipliant  les  équations  (12)  par  r/jc,,  dx^i 
djCs,  (ix^.  Alors  dans  la  somme  se  détruisent  quelques  termes  à  l'aide 
des  équations  (6),  et  on  obtiendra 

o  =  \]ldxidvi  —  YldXidu, 

=  Vllin  —  I )  i', A dxi d.r^  —  VH{in  —  i )  11,^ dxi dx^ . 

Mais  les  sommes  doubles  qui  entrent  dans  cette  formule  sont  propor- 
tionnelles aux  fonctions  U,  V,  elles-mêmes;  d'où  il  suit  que  cette  com- 
binaison elle-même  s'évanouit  identiquement. 

Pour  former  deux  autres  combinaisons  des  équations  (12)  qui  ne 
s'évanouissent  pas,  j'ordonne  les  expressions  de  U  et  V  (4)  suivant  les 
quantités  m,,  t^,-,  qui  en  forment  une  colonne,  et  en  désignant  par  A, 
l'ensemble  des  termes  qui  sont  multipliés  par  t',  dans  le  déterminant  U, 
par  R,  les  termes  multipliés  par  Ui  dans  le  déterminant  V,  j'écris 

{   U  =  v,  A,  4-  ^,  A2  -^  v,  A3  +  V,  A,, 
{   V  =  w,  R, +  //.JÎ,  + //3R3  4- ^/^R^. 

Or  je   multiplie  les  équations  (12)  par  A,,  A2,  A3,  A^  et  par  R,,  B2, 
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B3,  B^  ;  alors,  en  faisant  les  sommes,  on  obtient 


(14: 


Uf/U  +  U  (  A,  ch\  -h  Ao  civ.^  H-  A3  <^c^3  -h  A,,  dvi,)  =  U-  «ij-, 
V  ^/ V  +  V  (B,  r/M,  -t-  Bo  .'/z^,  +  B3  r///3  -+-  B,  r/«^  )  =  V-  fis, 


ou,  en  chassant  les  facteurs  U,  V, 


(>5: 


j  «t'U  -h  A ,  r/i^,  4-  Ao  <ipo  +  A3  dv3  +  A4  ^^4  =  U<'/^, 
f  <-/¥  +  B,  (lu,  -+-  Bo  rt«2  +  B3  f/f/3  +  B4  r/«4  =  V^^-. 


En  formant  les  équations  (i4)i  on  a  omis  quelques  termes  ;  ce  sont 
ceux  qui  sont  multipliés  par        , 

lAiiii,     Ikidui,     2B/i^,-,     l^idvi. 

11  est  facile  de  démontrer  que  ces  expressions  s'évanouissent  à  cause 
des  équations  «  =:  o,  p  =  o.  Commençons  par  la  discussion  de  l'ex- 
pression IkiUi,  c'est-à-dire  du  déterminant  U,  les  quantités  m,-  mises  à 
la  pîace  de  la  série  des  Vi.  Mais  cela  fait,  si  l'on  retranche  de  la  série  en 
question  les  autres  séries  multipliées  par  x,,  Xj,  ^3,  x,,,  tous  les 
termes  Ui  disparaissent,  et  au  lieu  de  zéro  on  a  (%  ce  qui  s'évanouit; 
donc  l'expression  dont  il  s'agit  s'évanouit  aussi.  De  la  même  nianière 
s'évanouit  la  somme  1  B,  t^,.  Pour  faire  voir  la  même  propriété  de 
lAidi^i^  c'est-à-dire  du  déterminant  U,  les  dui  mis  à  la  place  de  la 
série  des  t^^,  on  retranche  de  la  dernière  série  les  autres  séries  multi- 
pliées par  [m  —  i)  dx,,  etc.,  et  on  fera  de  même  de  la  somme  2B,-  dvi. 

Cela  posé,  on  peut  se  servir  des  équations  (6),  (10)  et  (1  5)  au  lieu 
de  (6),  (10)  et  (12),  Faisons,  à  l'analogie  de  l'équation  (1), 

TT   —  I  (IV        ^    _  1  dY 

'         '6 ni  —  2 «  —  b  dxi  '         on  -\-  2,m  —  8  dxj 

3m-{-  2  71  —  8  et  3 n  -h  lin  —  S  étant  les  ordres  des  fonctions  U,  V. 
Alors  les  équations  (i5)  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

(  IdjCi [(3 /«  4-  2 Az  —  8) Uj  -h  {n  —  \)l/tA^ Çi/^]  =  Uds, 
(16)       ] 

(  ldjCi[{'^n  -h  im  —  8)Vj -h  {m  —  1)1^^1^110,]  =  Vc?^, 


(« 
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Donc,  si  l'on  égale  à  zéro  le  déterminant  ties  équations  linéaires  (6 
(lo)  et  (i6),  on  aura  l'équation 

;3m-i-2rt  — 8iU, -1-^//  — i)  i:<AA«'a-     (3//i-2w — 8)  V,-f- m  —  i)  i:«.B/M,<  «,  .',  /, 

(3w-H2//-8)U,-+-(//  — i):::aA*"vA     (3«  +  2w  — 8)V,  +  (///  — i)  ii^Bt/r;*  //,  .•,  /, 

[3>n  +  -iri-8)V,-b{N-i)UAkf,k     (3rt4-2w  — 8)V,  +  (w  — i):l<.B<«;,/,  «,  .',  /, 

^3/;/-f-:>rt  — 8)U,-f-'//  — i)-/iAa<'u.      (3/1-»- ?.w  — 8}  V,4- (w  —  i)  i;/.R<.«,(  /^.  c,  /, 

U                                                                 V  o  c)  o 


On  en  forme  l'équation  définitive  dont  il  s'agit  en  chassant  les  coeffi- 
cients k^  ce  qui  se  fait  si  l'on  multiplie  les  quatre  premières  séries  pai- 
jCfy  .>i'2,  ^3,  .r^,  et  si  l'on  on  retranche  la  sonune  de  la  dernière  multi- 
pliée par  3m  -h  3 «  —  9.  Dans  la  dernière  série,  on  aura  alors  o  à  la 
place  de  U,  V  et  11,  i',  i  ou  o,  o,  i  à  la  place  des  zéros  qui  s'y  trou- 
vent; donc  des  cinq  termes  de  cette  série  quatre  termes  s'évanouissent, 
et  on  aura,  au  lieu  du  déterminant  proposé,  ce  qui  est  multiplié  par  le 
cinquième  terme,  c'est-à-dire  le  déterminant 

[3in-h2fi  —  8)l],-h{n  —  i)liAk(>,i  (3/?-t-'^.w  — 8)V,  +-(w  — i)i./,Bt«,/,  //,  v 

(3«j  4-?./î  — 8)Uj4-(«  —  i)i),Aiv,^  (3«-f  ?.///  — 8) V.,-f-(w  —  i) î;/,B^.«,<  ih  '' 

{3ni-h-2.n  —  8)'[Ji-^[r/ — i)ltAi.f'ii,  (3// -f- um  —  8)  V.-h  (w  —  1  )S/,B/,W;,i  «:,  v 

(3/W-H2/?  — 8)  U, -+-(«— i)l/A*i',i  {3n-i-2m  —  8)  V. -H  (/// —  i  )i:<BiiKi<-  u,  i 
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Cette  équation  représente  une  surface  de  l'ortlre  6m  -+-  6n  —  20  qui 
coupe  les  surfaces  w  =  o,  (^  =  o  dans  les  mn  {6m  -h  6n  —  20)  points 
de  contact  des  plans  osculateurs  stationnaires,  nombre  que  M.  Saimon 
a  trouvé.    , 

Lorsque  les  surfaces  ^^,  v  sont  toutes  deux  du  deuxième  ordre,  les 
sommes  l^^'^k^ik-,  ^k^k^Uk  deviennent  égales  à  U,,  V^,  et  l'équation  (17) 
se  trouve  réduite  à  la  forme  plus  simple 


U. 

V, 

Il, 

(' 

u. 

Vo 

II., 

V 

U3 

V3 

Ih 

V 

L. 

V. 

l(. 

V 

Une  autre  méthode  de  former  l'équation  ([7)  diffère  de  la  méthode 
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qu  on  a  fait  voir,  en  ce  qu'on  forme  d'une  manière  plus  directe  les 
équations  (i5),  et  que  l'on  effectue  en  même  temps  la  transformation 
que  M.  Salmon  a  demandée.  La  condition  nécessaire  pour  que  quatre 
points  infiniment  voisins  de  la  courbe  u  =  Oj  v  =  o  soient  situés  dans 
le  même  plan  sera 

vCj  JC.y  OC  ^  OC  i^ 

dx  ^      dx.j      dji.^      dj.\ 
d^  jc\    d- JC.2    d'- JC3    d'X^ 

Multiplions  le  déterminant  qui  forme  le  premier  terme  de  cette  équa- 
tion par  le  déterminant  formé  par  les  quantités  Ui,  Vi  et  par  deux 
autres  séries  quelconques.  A  cause  des  équations  (2)  et  (6),  quelques 
éléments  du  déterminant  résultant  s'évanouissent,  et  le  reste  devient 
le  produit  de  deux  facteurs,  dont  l'un  est  étranger  à  la  question, 
tandis  que  l'autre  donnera  l'équation 


=^  o. 


=  o, 


^Uid'-jCi     lUid^  Xi 
IVid-Xi     Ivid^x, 

équation  au  lieu  de  laquelle  on  peut  mettre  les  deux  suivantes 

2 Ui d-  Xi  =  ds.l iii d^  x,^ 
1  Vi d^  Xi  ^=ds.lVid^  Xi, 


(18 


ds   étant   une   quantité   infiniment  petite.   Cependant,  par  un   choix 
convenable  d'un  élément  ds,  on  tire  des  équations  (6)  et  (c) 


(•9) 


(20 


(  1  Ui  d-  Xi  =  —  [m  —  1)11  Uiiç  dxi  dx^  =  —  ds- .  U, 
(  1  Vi  d'-  Xi=  —  {n  —  1)11  Vik  dxi  dxk  =  —  ds'^ .  V. 

Donc,  en  différentiant  et  regardant  ds  comme  élément  constant, 

i   1  Ui  d -^  Xi  =  —  [m  —1)11  Uih  d^  Xi  dxi^  —  ds^ .  <i U , 
(  1  Vi d^  Xi  =  —  {n  —  i)  11  p,A d'  Xi dxiç  —  ds- . dY. 


L'élément  ds  est  le  même  par  lequel  les  quantités  dx  doivent  être  di- 
visées pour  devenir  égales  aux  déterminants  partiels  du  système  in- 
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d'. 


«.H»mplet    io*\  IV  là  on  conclut  que  It^  quantités  -;—  sont  les  sommes 

*  *  ds' 

des  iiéterminants  partiels  cori-espondants  formés  des  deux  systèmes 
incomplels 


j  du,     </«,     dm,     </«, 

tis        ds       fis       ds 


î    '• 


k,        à, 


»» 
*. 


«. 

Ut 

«J 

M. 

(/5 

ds 

ds 

i. 

*. 

h 

*» 

ou  que  Ton  a 


</«,      «iW]      dUt      //«, 


l/j     (/> 

«/j 

ds 

rf.-,    */.-, 

«A. 

rfr. 

«/5     .77 

(/X 

i.S 

*.      i, 

*, 

*. 

■•• 

«.» 

«u 

«.« 

«Il 

«:î 

«« 

«.-. 

«j. 

«K 

«« 

«u 

-(m^i) 

••• 

*.: 

«4J 

«1. 

«1 

«» 

«» 

«. 

df, 

<^. 

*, 

**'. 

ds 

dif 

<i:r 

r/j 

l. 

*. 

it. 

*. 

1    2.1  %'a 


i^. 

•A', 

dv. 

«A-. 

4b 

lir 

ds 

ds 

rf-  X.  drt 

Wk. 

A. 

dm. 

«/«* 

ds*     ds   ~ 

</x 

(/j 

ds 

ds 

». 

'i 

'^i 

f. 

i. 

l. 

iy 

*4 

=  —  m  —  I  » 


U 


'•• 

••.. 

"IJ 

"i» 

«1 

'l 

*. 

•^î. 

»B 

»a 

»>. 

»i 

»ï 

i. 

•'J. 

'jî 

•'jj 

'•« 

B; 

"J 

i. 

•^M 

f»! 

'»» 

•■« 

«» 

'■. 

i. 

dm. 

</«, 

rf«. 

</«. 

ds 

</5 

(/x 

TîT 

o 

o 

o 

^ 

«r. 

»j 

f. 

o 

o 

o 

i. 

1, 

^, 

i. 

o 

o 

o 
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Lorsqu'on  traite  ces  délermiaaDts  comme  on  a  traité  les  détenni- 
nants  ^lo*),  Us  prennent  les  formes 


\m 


«M 

txx 

U^ 

«i* 

«î- 

"n 

«TJ 

»3i 

«t.l 

«iî 

«« 

a,i 

ds 

^3 

ds 

d7 

{n  —  I) 


»i. 


^ff,     da,     dtt~      dm^ 
dt       ds       ds       d* 


din* 


\     — 


da, 


A. 


B^^.B.^-B.'^ 


Si  l'on  introduit  C-S  expressions  et  îes  expressions  (ig)  dans  les  équa- 
tions   3o  ,  les  équations    18)  deviennent 

du  -4-  A,  dvf  -f-  AjrtV,  —  A3  dv^  ~~  A4  /v'^  =  Vds. 
dY  -r-  B,  du,  -h  Bj  dtt^  -h  B^  r/«.  H-  B^  dii^  =  V*/j  ; 

ce  sont  précisément  les  équations  (i5]  qu'il  s'a^ï^sait  de  trouver 


39.. 
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SUR  LA  FORME 

JC'  -h  .ri-  -+-  J-  -h  iz"^  -h  cizt  -h  9.t^; 

Par  m.   J.   LIOIIVILLE. 


On  demande  une  expression  simple  du  nombre  N  des  représenta- 
tions d'un  entier  donné  «,  par  la  forme 

X-  +  .r)-  -t-_v-  H-  9.Z-  H-  ^.Zt  -h  2t'\ 
c'est-à-dire  du  nombre  N  des  solutions  de  l'équation 

n  =  .r-  -f-  JT}  +  )"■  -+-  ■?■  z^  -h  9.zt  +  2/-, 

où  JCf  j\,  s,  t  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou  nt'gatifs 
Pour  répondre  à  cette  question,  je  pose  d'abord 

m  désignant  un  entier  impair  non  divisible  par  3,  et  les  exposants  a, 
|3  pouvant  se  réduire  à  zéro;  puis,  je  cherche  la  somme 

Ç<  {>n) 
des  diviseurs  de  m,  laquelle  joue  ici  un  rôle  important.  On  a  en  effet 

N  =  6(3'^^'-2)Ç,  (m). 

On  voit  que  l'exposant  a  n'influe  nullement  sur  la  valeur  de  N  qui 
pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  a  reste  la  même  que  si  l'on  avait 
a  =  o.  L'exposant  |3  au  contraire  a  de  l'influence. 
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Pour  ;i  =  I ,  notre  formule  donne  N  =  6  ;  et  dans  ce  cas  il  y  a  ef- 
fectivement six  représentations  qui  répondent  k  x  =  o,  t  =  o,  avec 
X  =  ±:  I ,  r  =  o,  ou  X  =  o,  ^-  =  ±1  I ,  ou  enfin  x  =  ±:  i ,  ?'  =  q::  i . 

Pour  n=  2,  on  a  également  N  =  6.  Pour  n  =  3,  il  vient  N  =  4^, 
et  ainsi  de  suite.  Mais  je  n'insiste  pas  sur  ces  applications  numériques. 

Supposons  maintenant  qu'au  lieu  de  chercher  le  nombre  total  IN 
des  solutions  propres  ou  impropres  de  l'équation 

2''3'^m  =  JC^  -h  XJ  H- J'"  H-   2S'-   +   22/  4-  2^2, 

on  demande  seulement  le  nombre  total  M  des  solutions  propres,  c'est- 
à-dire  des  solutions  pour  lesquelles  x,  j,  z,  t  n'ont  aucun  facteur 
commun  >i.  Il  faudra  d'abord  observer  que  de  telles  solutions 
n'existent  pas  quand  on  a  a  >  i ,  car  alors  x,  j,  z,  t  ont  nécessaire- 
ment le  facteur  commun  2,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  s'en  assurer.  Nous 
n'avons  donc  à  nous  occuper  que  de  l'entier  impair  3'' m  et  de  l'en- 
tier impairement  pair  2.3'^/w.  La  valeur  de  M  est  la  même  pour  ces 
deux  nombres.  Pour  en  donner  l'expression,  introduisons  au  lieu  de 
Ç,  [m)  la  fonction 

Z,  {m) 

définie,  au  moyen  des  facteurs  premiers  a,  b,...  de  l'entier 

m  =  a'^  b\  . . , 
par  l'équation 

Z,  (m)  =  (a''  -f-  rt^"')  {b"  +  b'-') . . . , 

et  distinguons  les  trois  cas  de  |3  =:  o,  ]S  =  i,  ]S  >  i. 

Quand  jS  =  o,  c'est-à-dire  quand  il  s'agit  de  l'un  des  deux  entiers 

m,  2m, 
on  a 

Quand  |S  =  i,  c'est-à-dire  quand  il  s'agit  d'un  des  deux  entiers 

3//Ï,  6m, 
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on  a 

M  ==  42 Z,  (m). 

Enfin,  ponr  les  entiers 

•i  3  •>  2 

3   ///,    ?..  y  m, 

qni  répondent  à  |S  >  1 ,  on  tronve 

M=  i6.y'Z,  [m). 

Je  ne  ciois  pas  avoir  besoin  d'ajonter  des  exemples. 


-TTiiBTÇ-»»» 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.   LIOUVILLE  A  M.   BES(;E. 


«    ...  Soit  m  un  nombre  entier  donné,  de  la  forme  4f-  H-  '  •  Posons 
de  toutes  les  manières  possibles 

•2  m  =  ?'-  -4-  /'- 
et 

ni  =  A'-   H-   nS-, 

i,  i',  r  désignant  des  entiers  impairs  positifs,  tandis  que  l'entier  s  est 
indifféremment  positif,  iujI  ou  négatif;  puis,  considérons  les  deux 
sonnnes 


et 


2 


I  r 


relatives  à  ces  deux  modes  de  décomposition  pour  un  même  entier  m. 

»  Il  existe  entre  ces  deux  sommes  une  relation  simple;  car  elles 
sont  égales  et  de  même  signe  quand  ^  est  pair,  c'est-à-dire  quand  m 
«st  de  la  forme  8v  -i-  i,  tandis  qu'elles  sont  égales  et  de  signe  cori- 
traire  quand  \l  est  impair,  c'est-à-dire  quand  m  est  de  la  forme  8v  -h  5. 

»   En  d'autres  ternies,  on  a 


»  Par  exemple,  pour  7W  =  i ,  on  a  2  =  i- h-  i-  et  ]  =n  1  -  -+-  4-^' 5 
dans  ce  cas  la  valeur  commune  des  deux  sommes  est  1.  Mais  pour 
m  =  5,  les  équations  à  employer  sont  10  =  i-  -4-  3%  10  =  3'  H-  i"  et 


! 
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5  =r-  -h  4(±:  i)-.  IV  là 


Les  deux  sommes  sont  donc  cette  fois  égales,  mais  de  signe  contraire. 
Elles  se  retrouveraient  égales  et  de  même  signe  pour  w  =  c).  Et  ainsi 
de  suite.  Il  peut  arriver,  bien  entendu,  qu'elles  soient  toutes  les  deux 
nulles  :  exemple  7/2=21.   » 
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\v\vv\'Vvw»\A*A\'W\v*\'W  'V'v\v\^/vv\'wt'w%'vv\'vv«'vv^'w-  AA'\'vv\'W\(vvMVV\vv\v\'»'vv\w  ^/^(%vv\'W'Wwv^'W\v\^^^^^^^vi^^A/\*A/• 


SOLUTION   D'UN  PROBLÈME  DE   GÉOMÉTRIE-, 

Par  m.  g.  MATHET, 

Professeur  au  lycée  de  INimes. 


I. 

Entre  deux  points  fixes,  M^  et  M,,  on  trace  une  courbe  quelconque 
dans  l'espace.  Soient  R  une  fonction  réelle  des  coordonnées  d'un  point 
quelconque  M  de  la  courbe  par  rapport  à  trois  axes  fixes,  et  9  un 
angle,  fonction  des  mêmes  coordonnées.  Le  point  M  décrivant  la 
courbe,  de  Mo  en  M<,  on  multiplie  la  longueur  de  l'arc  infiniment 
petit,  compté  à  partir  de  chaque  position  du  point  M,  par  la  valeur 
correspondante  de  R,  et  on  fait  tourner  la  ligne  obtenue,  d'un  angle 
égal  à  cp,  autour  d'un  axe  normal  à  la  courbe  en  M;  on  compose  en- 
suite comme  des  forces  les  lignes  infiniment  petites  ainsi  obtenues  : 
est-il  possible  de  déterminer  les  fonctions  R  et  ©,  et  la  normale  autour 
de  laquelle  se  fait  la  rotation,  de  telle  sorte  que  la  résultante  ne  dé- 
pende que  des  coordonnées  des  points  M»  et  M,,  quelle  que  soit  la 
courbe  qui  les  joint? 

On  connaît  la  solution  de  ce  problème,  pour  le  cas  où  l'on  suppose 
que  toutes  les  courbes  qui  vont  de  Mq  en  M,  sont  dans  un  même 
plan,  et  que  l'axe  de  rotation  est  constamment  normal  à  ce  plan.  Si 
X  et  j"  sont  des  coordonnées  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires 
fixes  pris  dans  ce  plan  ;  si  l'on  a 


R  =  V'X'^-Y^     tang© 
X  et  Y  étant  des  fonctions  réelles  de  ûc  etj;  enfin  si  l'on  pose 


u  =  x-hj-\—)^     F  (?^)  =  X-f- Y  v'— 1, 
la  résultante  considérée  ci-dessus  n'est  autre  que  la  ligne  menée  de 
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l'origine  des  coordonnées  au  point  qui  représente  la  valeur  de  l'inlé- 


tégrale 


i 


F  (u)  du, 


prise  avec  la  valeur  initiale  zéro.  Or  on  sait  ((ue,  pour  ([ue  la  valeiu' 
de  celte  intégrale  ue  dépende  que  de  ses  limites,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait 

f/X  _  rfY       ^  _  _  ''Y 

(/x  dy  dy  dx 

[)ourvu  que  les  diverses  courbes  qui  conduisent  de  M„  en  M,  ne  coin- 
piTunent  entre  elles  aucun  point  où  X  et  Y  cessent  d'être  continues. 

J'ai  réussi  à  résoudre  complètement  le  problème  dont  l'énoncé  pré- 
cède, sans  faire  aucune  liy|)<)llièse  sur  la  nature  des  courbes  et  sur  la 
direction  de  l'axe  de  rotation,  sauf  cpi'il  soit  en  chaque  point  normal 
à  la  courbe  décrite.  J'ai  trouvé  les  conditions  suivantes,  dont  on  re- 
marquera l'analogie  avec  celles  que  l'on  trouve  dans  le  cas  particu- 
lier indiqué  ci-dessus. 

Pour  que  la  résultante  ne  dépende  que  des  coordonnées  des  points 
Mo  et  M,,  il  faut  et  il  suffit  : 

1^  Que  toutes  les  courbes  tracées  entre  Mo  et  M,  soient  situées  sur 
une  même  surface,  appartenant  à  la  classe  de  celles  qu'on  appelle 
surfaces  d'étendue  inijùinum,  et  du  reste  quelconque; 

1°  Que  faxe  autour  duquel  se  fait  la  rotation  soit,  en  chaque  point, 
normal  à  cette  surface; 

3*^  Que  R  et  «p,  considérées  comme  des  fonctions  de  coordonnées  x 
et  j,  relatives  à  un  certain  système  de  trajectoires  orthogonales  de  la 
surface,  soient  de  la  forme 

Y 


R=S/X^  +  Y%      tang<p  =  - 

X  et  Y  étant  des  fonctions  réelles  de  x  et  ;",  qui  satisfont  seulement 
aux  conditions 

r/X  _dY       dX  _  dX 

dx          dy          dy  dx 
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Il  faut,  en  outre,  que  les  diverses  courbes  tracées  sur  la  surface 
entre  Mo  et  M,  soient  situées  de  telle  sorte  que  l'une  puisse  se  rame- 
ner à  l'autre,  par  une  déformation  continue,  sans  passer  par  aucun 
point  où  X  et  Y  cesseraient  d'être  continues. 

Pour  établir  ces  résultats,  j'ai  dû  me  servir  de  la  notation  et  des 
règles  du  Calcul  des  Quaternions  de  M.  Hamilton  [Lectures  on  Qun- 
ternions,  by  sir  W.-R.  Hamilton;  Dublin,  i853).  J'intliquerai  du  reste 
brièvement  les  points  de  cette  théorie  qui  m'ont  servi  pour  le  présent 
travail. 

IT. 

La  première  chose  à  faire,  c'est  de  trouver  une  expression  analy- 
tique de  la  transformation  que  l'on  fait  subir  à  la  courbe  iMo^^l»  dans 
notre  problème. 

Nous  appellerons  vecteur  \\y\q  droite  allant  de  l'origine  à  un  point 
quelconque,  et  nous  conviendrons  que  la  sounne  de  deux  vecteurs 
est  la  diagonale  du  parallélogramme  dont  ils  sont  les  côtés.  Cela  posé, 
soient  î,  y,  k  des  longueurs  égales  à  l'unité,  prises  respectivement,  à 
partir  de  l'origine,  sur  les  directions  positives  des  trois  axes  coordon- 
nés rectangulaires.  L'expression 

u  =  ix  4-  jy  4-  Az, 

représentera  le  vecteur  allant  de  l'origine  au  point  dont  les  coordon- 
nées sont  J?,  j,  z.  Si  ce  point  décrit  la  courbe,  le  vecteur  du  point  in- 
finiment voisin  sera 

u  +  du  =  /  [x  -h  dx)  +  /  (  j  +  dj)  -f-  /i  (2-  -h  dz), 

et,  par  conséquent,  un  vecteur  égal  et  parallèle  à  l'élément  de  courbe 
compris  entre  ces  deux  points  aura  pour  expression 

du  —  idx  -hjdj  -+-  kdz. 

Soit  mamtenanl  une  expression  de  la  forme 

Wh- /X+y'Y -+-/.Z, 

ho.. 
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VV,  X,  Y,  Z  étant  des  fonctions  réelles  de  x\  j^  z.  Celte  expression, 
que  M.  Hamilton  appelle  un  (juntcniioTi,  prend,  pour  chaque  valeur 
de  w,  une  ou  plusieurs  valeurs  déterminées,  et  peut  dés  lors  être  re- 
gardée comme  une  l'onction  de  ii.  Si  l'on  pose 

X     _  ^  _     Z 

(;osa         cosp        COS7 
on  pourra  l'écrire 


F  [il)  =  ^^  -I-  vX"  -h  Y'  H-  Z'^  (/  ces  a  H-  y  cos|3  +  A  cosy), 

et  la  quanlifé  entre  parenthèses  représente  un  vecteur,  de  longueur 
égale  à  l'unité,  Taisant  avec  les  axes  des  angles  «,  jS,  7;  c'est  Vasce  du 
(piaternion.  Nous  le  désignerons  par  X,  de  sorte  que 


F  (w)  =  W -h  V X' -+- Y^ -h  Z^  X. 

La  condition  que  /  est  perpendiculaire  au  vecteur  (iu  est  exprimée 
j)ar 

X<Y.r  +  Yflf;  -hZ<yi  =  o. 

Si  l'on  pose  maintenant 

v'X^  H-  Y^  -h  Z 

w ' 


R  =  V  W^'  +  X-  -h  Y'  -h  Z^ ,     taiig^  ■-: 


SI 


i  l'on    multiplie  le  vecteur  du  par  R,  et  si  on  le  fait  tourner,  d'un 
angle  égal  à  «p,  autour  de  l'axe  X,  on  obtiendra  un  nouveau  vecteur 

ix'  -^jf  +  kz'. 

Or  on  démontre,  dans  la  théorie  des  quaternions,  que  l'expression 
de  ce  nouveau  vecteur  est  précisément  celle  que  l'on  obtient  en  mul- 
tipliant F  (m)  par  du,  c'est-à-dire 

W -t-  /X  +  / Y  H-  AZ     par     idx  H-  jdj  +  kdz, 

avec  la  condition  Xc^x  +  Yr/;  H- Zr/s  =  o;  pourvu  que,   en  faisant 
cette  multiplication,  on  ait  soin  de  ne  pas  intervertir  l'ordre  des  fac- 
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teurs  et  de  poser 


,«; 


/)*  :=  —  //  =  /',     jk  =  —  kj  =^  /,      ki  =  —  ik  =  j. 


La  somme  de  ces  produits,  prise  en  faisant  varier  u  de  w„  à  m,,  expri- 
mera la  somme  des  vecteurs  infiniment  petits  obtenus  par  Ja  transfor- 
mation de  la  courbe  Mo  M,,  c'est-à-dire  la  résultante  considérée  ci- 
dessus;  son  expression  sera  donc  l'intégrale 


£ 


F  [u)du. 


Nous  avons  maintenant  à  chercher  les  conditions  auxquelles  doi- 
vent satisfaire  les  fonctions  W,  X,  Y,  Z  pour  que  cette  intégrale  prenne 
la  même  valeur  lorsqu'on  va  du  point  Mq  au  point  M^  en  suivant 
deux  courbes  infiniment  voisines,  c'est-à-dire  pour  que  la  variation  de 
l'intégrale,  quand  on  y  remplace  x,  j^  z  par  x  +  è.x,  J -^  ^Jy 
z  -\-  âz,  sans  changer  les  limites,  soit  identiquement  nulle.  Or  on  a 

â         F{u)r/u=j      [âF{u).du-\-¥[u).dâu]; 

il  suffit  donc  qu'on  ait 

(i)  ù¥[u).du  =  d¥{u.).ùu, 

ce  qui  réduit  la  variation  de  l'intégrale  à 

r  '  [dl\it).âu-^¥{u)d<^it\=  f  ^d[¥{u)o\i], 

quantité  identiquernent  nulle. 

Développons  la  condition  exprimée  par  l'équation  (i).  Si  l'on  pose 

dF{u)  =  dyv  +  idX  -f-  jdY  -+-  Ay/Z, 

âF  [u)  =  c?W  +  iâX  -{-jâY-^kâZ, 
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et  si  Ton  fait  les  multiplications  en  tenant  compte  de  l'ordre  des  fac- 
teurs et  des  é'juations  (a),  ou  trouve,  en  égalant  les  coeKicients  de  /, 
/,  k  et  les  termes  indépendanls  dans  les  deux  membres,  les  quatre 
équations  suivantes 

dXâx  +  dYâ)  ^d'/.âz  =  â  X  djc -^  âYrij  -h^Zdz, 

fiWâ.r  -hciYâz    -  HZ  âj  =  (J^W^x  +  ^Ydz  -  âZfly, 

^'^^       '  dWâr-^dZâx-fi\âz  =  âWcij  -h  âZdx  -  âXdz  , 

dWâz-hdXâr  -(lYâjc  =âWdz  -h  âXdj  -âYdr. 

Il  faut  maintenant  rem|)lacer,  dans  ces  équations, 

(7^^       par     -^-  dx  +  — —  (Ir  -i —  dz. 

^■,«r  '/'^V   .  */W   .  r/W   . 

o'W      par     —r-  a.r  +  _-  o\-  +  ^7-  cf z, 

•  dx  dy      •  dz 

et  fl?X,  (J*X,  etc.,  par  les  expressions  analogues.  Si  ensuite  on  substitue 
à  dz  et  à  èz  leurs  valeurs  prises  dans  les  équations 

X  dx  4-  Ydj  +  Zr/z  =  o,     Xàx  +  Yèj  ^Zàz-  o, 
on  trouve,  par  un  calcul  facile,  les  quatre  équations  suivantes 

i^)      ^^Tiy  -  d^)  ^^  [di  -  -di)  -^^  [-d^  - d^)  =  °' 

...  r^  fd\W        dZ\         ^  fdY        dW\         ^  (dY         dZ\ 

(4)  Z(  — +—  )-f-Y(---— )  -X(  —  +  —  )  =0, 


\  dy  dx    }  \dx  dz  J  "     \dy  dz 

fdW        dX\         ,,  IdZ         d\s\         ^r  (dZ         dX 


Ces  équations  expriment  toutes  les  conditions  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  fonctions  W,  X,  Y,  Z.  Il  nous  reste  maintenant  à  les  in- 
terpréter. 
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IIL 

L'équation  (3)  exprime  que  l'équalion 

ILdx  -+-  Y(/j  4-  Z(/z  =  o 

est  l'équation  différentielle  d'une  surface.  Si  p  et  q  sont  les  dérivées 
partielles  de  z  par  rapport  à  a:  et  hj,  tirées  de  l'équation  de  cette 
surface,  on  a  identiquement 

cfz  =z  prijc  H-  qdj, 
et  par  conséquent 

X  Y 

Les  courbes  tracées  entre  M,,  et  M,  doivent  être  situées  sur  cette  sur- 
face, que  les  équations  suivantes  vont  définir. 

Si  l'on  multiplie  les  équations  (4),  (5)  et  (6)  respectivement  par  X, 
Y,  Z,  et  si  l'on  ajoute  les  produits,  on  élimine  ainsi  W,  et  il  vient 

ZX^  +  XY^~X^(^  +  ^)+XY^  +  ZY^-Y^(f +  ^) 

xcl  dx  \ay  dz  j  dy  dy  \dz         d.v  j 


^^.  ^Y        ^^  rfX        ^o  (d^        d\\ 


d'où  l'on  tire 


\      dx  d.r  dx.  j         ^  '  dx  \       dy  dy  dy  j 

-(x^-y-^.z^)^^z(x5.yJ.z^)' 

_(X-^  +  Y2  +  Z^)^=:o, 
ou,  enfin, 

r/  X  d  \  d  Z 


^'X^  +  Y'-hZ^        dy    V^X^-l-Y'4-Z'        ^z     ^'X'  +  Y^4-Z^ 


=  0. 
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Cette  équation  peut  encore  s'écrire  ainsi 


(i.t 


(h 


o. 


\  I  H-  /^'  -}-  7'        '''•*     v' I  H-  p'  -+-  </•        "'     S  I  -H  />'  -+-  7' 

Si  l'on  convient  que,  z  étant  une  fonction  de  jc  clj^  on  écrira 
il  vient 


(U 


dx 


l  "* 


\dxJ      ^,    ^_y;:_|_,^î  r/x     y/[ 


+  /J'  +  q' 


n - 

dz  ^,4_p»^  ,^i 


(^]  '^  -  .1  _         V  ^n±  ^ 

\^.y/   \Ji+p'-hf/'         '(r  y/  i-i-  />'  -+-  Y^  ^^2  y  ,  _^  ^/;  _^  ,^: 

L'équation  ci-dessus  devient  alors 

V ''-^ /  \J  i -h  p' -\- q'       \ <y I  v'  I  -+-  /^'  H-  y ' 


ou  bien 


'''"  v/>  +/^'  -1-7' 


^3    i/ 


v/i-+-/v^-h7^         d^sjx^p^  + 


=  O, 


\^  4-/»'  +  q"-  \\^^J  V^I-h  /?'  -f-  7 
/?■  rf  7' 


2  Lr/z    I 


±\  g 1 

-  '         1  ^o 

H-/J- -h  <■/-     '     r/z   i-f-^'-t-^î     '     dz   \-\-p--^((-\  ' 


-,  -+- 


(1  OU 


dx 


=  O. 


y/ 1  -+-/^^  +  y'     "     \^'J  /  v^  I  4-  /^=  H-  7^ 

Cette  équation,  qui  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 

(7)  {\^p')t-^{\+q^)r~ipqs  =  o, 

en  posant 


dp 


^—t  ^  —  ^  =   S 

dy  '         dy         dx  ' 
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définit  les  surfaces  d'étendue  minimum  ;  donc  les  courbes  tracées  entre 
Mo  et  M,  doivent  être  situées  sur  une  de  ces  surfaces. 

Il  nous  reste  à  déterminer  Z  et  W.  L'équalion  (Zj),  si  l'on  y  remplace 
X  par  —  /?Z  et  Y  par  —  qZ,  devient  successivement 

d^N  dW        dZ  dZ  dY  dX  _ 

dy  '     dz  dx         '     dz         '     dy  '    dx 

fdW\  /dZ\  dY  dY 

[-d^)^\di)-^p-dy-'i-d^  =  ''^ 
(B)         (f)-^7(^)-u-r)(S)-(.-.0z, 

et  l'équation  (5)  donne  de  même 

Transformons  ces  deux  équations,  en  considérant  W  et  Z  comme 
des  fonctions  de  p  et  de  ^,  et  supprimant  les  parenthèses  des  dérivées 
totales,  qui  sont  maintenant  inutiles.  Il  vient 


r/W             d^N 
dp                dq 

dZ         ,  dZ\ 

dp                 dq  ) 

.,,  /     dZ           dZ 

-^'^r)\'^p^'irq 

d\N            dW 
dp                dq 

l"l^^  +  t^)-i'  +  f)    '■■^  +  s'^    -{cis-pt)Z, 


D'où  l'on  tire,  en  tenant  compte  de  l'équation  (7), 

/  f/W  dZ        /      ,       ON  dZ  rj 

\^  =  -p^if.-^'^r)-rq-'i^^ 


dq  \       '     t^    I  dp  ^  l   dq 

Enfin,  si  l'on  pose 

Zy/i+p'-hcf  =  -V, 

Tome  VIII  (2*  série).  —  Octobre  i8G3. 


41 


322  JOIJRNAI.  DE  MATHÉiMATIQUKS 

ces  é(]ii;i lions  se  réduisent  immédiatement  à 

f/\\  _  pq  (IV  I  -+-  7'  r/V 

''l'   ~  v'  1  -+■  ;^'  -+-  7'  ''l^        v'  I  -♦-  /^'  -f-  <?  '^'1 

flW  _     —(l -•-//')     ^V  pri  d\ 

'''I    ~  y/ 1+  /^'  +  7'  ''/'        s/7+  A>'  4-  7»  ^7 


Nous  iillons  maintenant  remplacer  les  coordonnées  j)  et  (/  par  de 
nouvelles  variables,  et  nous  choisirons  celles  qui  ont  été  adoptées  par 
M.  Ossinn  Bonnet  dans  son  Mémoire  siu'  l'emploi  d'un  nouveau  sys- 
tème de  variables  dans  l'étude  des  surfaces  courbes  [Journal  de  Ma- 
thématiques pures  et  npplHjuécSj  i86o). 

vSoient 

7         .     .  / 

tau"^'  ^=  -»     suw)  =  » 

/  étant  l'unité  imaginaire  y/ —  i.  On  a 

ti.r  —  f/  fis  p 

dp        /'•  -i-  7^  d(i         /-'  4-  7' 

dy  —  p  dy  ~  7 


^P        (/.'-r7')v/i  -(-/>' -h  7'        ^7        (/^'-+-7')v/'-t-/^'+  «y' 
Il  vient  donc 


/;^  +  7^    rf^-         (/>-  +  7'j  v/>  +  /^'+  7'    ''y 

^  —  p  d\  V        d\ 

~  {p'-\-rp)  ^x-\-p^-\.cj'  dx         p'  -H  7^  r(|  ' 

/-.        dVf  <!  d\\ 

p'  +  q*    dx  (y,.^_,/2)^,_|_^y2_^^^    r/j 

_  7  dS  p         d\ 

"~  (/^'-H  7')  v/i+/;'-f  7'  '^■^      /■■'  +  V  ^(r  ' 
d'où  l  on  tire 

d\N  __  r/V        f/W  _  r/V 

«"/j:            f/j-            (ly  d.r 

ce  qui  achève  de  démontrer  les  résultats  annoncés  dans  le  §  l''^ 
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ÉTUDE 

SUR 

UN    CERTAIN    MODE    DE    GÉNÉRATIOr\^ 

DES 

SURFACES   D'ÉTENDUE   MINIMUM; 
Par  m.  g.  MATHET, 

Professeur  au  lycée  de  Nîmes. 


Une  courbe  quelconque  étant  donnée,  si  l'on  mulliplie  chaque  arc 
infiniment  petit  par  une  certaine  fonction  des  coordonnées  de  l'exlré- 
mité  de  cet  arc,  et  si  l'on  fait  tourner  la  ligne  obtenue  d'un  certain 
angle,  fonction  des  mêmes  coordonnées,  autour  d'un  axe  normal  à  la 
courbe  eu  ce  point,  on  peut  imaginer  que  Ton  construise  une  seconde 
courbe  dont  les  éléments  sont  respectivement  égaux  et  parallèles  aux 
lignes  infiniment  petites  ainsi  obtenues  :  cette  courbe  sera  une  trans- 
Jorinée  de  la  première,  et  dépendra  en  même  tenjps  de  la  nature  de 
cette  courbe,  du  choix  de  la  normale  prise  pour  axe,  et  de  la  forme 
des  fonctions  qui  interviennent  dans  cette  transformation.  J'ai  montré, 
dans  une  précédente  étude,  que  toutes  les  courbes  tracées  sur  une 
surface  d'étendue  minimum  quelconque,  et  ayant  leurs  extrémités 
communes,  ont  pour  transformées  des  courbes  ayant  aussi  mêmes  ex- 
trémités, lorsque,  l'axe  de  rotation  étant  normal  à  la  surface,  le  multi- 
plicateur et  l'angle  de  rotation  sont  des  fonctions  satisfaisant  à  àeux 
conditions  analytiques  très-simples.  H  est  ficile  dès  lors  de  prévoir 
que,  ces  conditions  étant  remplies,  le  lieu  des  transformées  de  toutes 
les  courbes  tracées  sur  une  surface  d'étendue  minimum  sera  une  nou- 
velle surface,  et  l'on  est  conduit  à  rechercher  quelle  peut  être  cette 
surface. 

Je  démontre,  dans  ce  qui  suit,  que  ce  lieu  est  encore  une  surface 
d'étendue  minimum.  Ensuite,  si  les  coiubes  que  l'on  transforme  sont 
situées  sur  la  surface  d  étendue  minimum  engendrée  par  la  révolution 

4... 
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de  la  chaînette,  et  que  l'on  peut  appeler  la  cnténoïdc,  on  peut,  en 
choisissant  convenablement  les  fonctions  transformatrices,  obtenir, 
pour  le  lieu  des  transformées,  une  surface  quelconque  d'étendue  mi- 
nimum; de  telle  sorte  que  toutes  ces  surfaces  peuvent  être  regardées 
comme  se  déduisant  géométriquement  de  la  caténoïde,  et  peuvent  se 
classer  par  conséquent  d'après  la  forme  des  fonctions  transformatrices. 
Enfin,  de  ce  mode  de  génération  j'ai  déduit  un  moyen,  qui  paraît 
assez  simple,  de  former  l'équation  de  toutes  les  surfaces  d'étendue 
minimum  qui  passent  par  une  courbe  plane  donnée. 


En  conservant  les  notations  précédemment  adoptées,  il  est  facile  de 
voir  que  le  lieu  de  nos  transformées  n'est  autre  chose  que  le  lieu  des 
points  correspondant  aux  vecteurs  qui  représentent  les  valeurs  de 
l'intégrale 

F{u)du, 


i 


lorsque  l'extrémité  du  vecteur  ii  décrit  la  surface  d'étendue  minimum 
donnée.  Soient  2,  ïî,  Ç  les  coordonnées,  par  rapport  à  trois  axes  rec- 
tangulaires, du  point  auquel  aboutit  le  vecteur  u,  et  ^',  vy',  Ç'  celles  du 
point  correspondant  au  vecteur  p  qui  représente  la  valeur  de  l'inté- 
grale. On  doit  avoir  identiquement 

F  [u)du  =  du, 
c'est-à-dire 

[  W  -  Z ( ip  +  jq  -  A )]  {idB  -h  jdrj  -\-  kdÇ)  =  id'^'  +  jdn'  4-  kdi;'. 

Faisons  la  multiplication,  en  observant  les  règles  posées  ci-dessus  et 
en  remarquant  que  pd'E  H-  qdri  —  d^  =  O',  égalons  ensuite  les  coeffi- 
cients de  i,  j\  k  dans  les  deux  membres.  Nous  obtenons  ainsi  les  trois 
équations  suivantes 

dS,'  =  Wd^-Z(cid(;-hd-r)), 

dr/=Wdr}-hZ{qd^-hd^), 

d^'  =  \yd(;  -h  Z{qd-^  -h  pd-n). 
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Remplaçons  d^  par  pd^  -+-  qdn  ;  il  vient 

(l  )  d^'  =  (W  -  pqZ)  d^  -  Z  (IH-  cf')  d-n, 

(2)  dn'=Z[\^p'~)d^+  {W  +  p(/Z)d'n, 

(3)  d^'={Wp-^Zq)d^-^{Wq-Zp)d-n. 

Les  seconds  membres  des  équations  (i)  et  (2)  sont  les  différentielles 
exactes  de  fonctions  de  ^  et  yj,  c'est-à-dire  qu'on  a 

d[Vf  -pqZ)  ^  _  d[Z{l-hq')]         d{W+pqZ]  _^  r/ [  Z  (  1 +;>^)]  ^ 
^1  dî  '  d>  dn 

La  première  de  ces  équations  revient  en  effet  à 

dW  dZ         .  ^.dZ,  ,  ,, 

-d^  ^^P'iT-r^-  ^'  ^  r)7i-  ^v  -  P^)  ^^ 

et  la  seconde  à 

rfW  dZ        ,  ...dZ, 

17Ê- =  -  ^^  ^  +  (  '  + /^  )  ^ -^  ( /^^  -  ^/^ V^, 

et  ces  équations  sont  précisément  la  première  forme,  trouvée  précé- 
demment, des  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  fonctions  Z 
et  W.  ç'  et  t'  sont  donc  des  fonctions  de  ^  et  vj,  dont  les  dérivées  par- 
tielles sont 

§'  =  W-;,.yZ,      ^  =  -Z(i-Hr), 


rf^  ^^     '       d-n 

d-n'        rj  ,  o\        dvi 


Si  l'on  multiplie  l'équation  (i)  par/?,  l'équation  (2)  par  <y,  et  si  l'on 
ajoute  les  résultats,  il  vient 

pd^c;  -H  qd-n'  =  [Wp  -}-  Zq)d^  -f-  (  W^  -  Zp)dn, 

on,  en  vertu  de  l'équation  (3), 

dî;'  —pd<;'  -hqd'n'. 
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Oi-  /)  et  </,  considérées  comme  des  fonctions  de  B'  et  tj',  satisfont  à 
la  condition 

dp  dq 

dn'         dt,' 

On  a,  en  effol, 

d'où 

^  W  _  ,;çZ)  54-  Z(.  +  7-^)  /•==:  [W^H-  Z^^  +  />^  +  .y-)]  ^- 

On  a  de  même 

d'où 

(W  4-p/Z).  -  Z(,  +/;^)  /  =  [W^  +  Z-^  (.  +/>^  +  7^)j  ^r 

On  en  déduit,  par  soustraction, 
et,  par  conséquent, 


d/j  dq 

L'équation 


dr,''  dl'  ~   °" 


d^'  =  pd^'  -f-  rjd-n' 

a  donc  pour  second  membre  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  de 
^'  et  Y]';  par  conséquent  elle  définit  une  surface,  et  si  l'on  pose 

d^'      .     dx: 
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on  a 

p  =  p'     et     q  =  q. 

Les  normales  aux  points  correspondants  de  la  surface  donnée  et  de  sa 
transformée  sont  donc  parallèles,  ce  que,  du  reste,  on  pouvait  conclure 
du  mode  de  génération  de  la  seconde. 

Cette  surface  est  aussi  une  surface  d'étendue  minimum.  En  effet,  si 
nous  posons,  pour  abréger, 

les  équations  (Zj)  et  (5)  nous  ont  déjà  donné 
elles  donnent  également 

-    %  =  %=-  '■'  =  1'  L(^^  +  /"/Z)  <■  -  z  ('  +  r)  ^]- 

De  même,  des  équations  (6)  et  (7),  on  tire 

%  =  %  =  i'  =  -F  [z  (I  +  f)  s  +  {\y-  n'iji]. 

Donc 

Tl[,+pr^)t'+{i  +  q--)r'~op'q's'\ 

=  Z{i  -h  p'){i  +  q^)s  +  [W  -  pqZ)  [y  -h  p-)  t  -h  {W  +  pqZ)  {i  -^  q-  )r 
—  Z  [i  -i-  p-)  {i  -h  q')  s  —  ipq  (W  —  pq Z)  .s  —  ipfjZ{i  -+-  q- )  r, 

ou  bien 

ï-[(i  -h  p'-)  t'  -h  (i  -i-q'-)  /■'  —  2/>'7'/j 

=:  [yV  -pqZ)[{i-fq-'jr-h  (1  ^p')t-  2pqs], 
et,  par  conséquent, 

{l  -h  p'-)  t'  -+-  ('  +  7'')  '  '  —  -^p'q's'  =  o, 
équation  des  surfaces  d'étendue  minimum. 
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II. 

Supposons  maintenant  que  la  surface  décrite  par  le  point  S,  vj,  ^  soit 
la  catéuoulo.  Son  équation  est 


De  là  on  tire 

—  =  -\e  —c      J  dC,      — =z-\e  —e      1  dÇ, 

7  = 


d'en 


Donc 


[j'-e     ")  p(."-.     «) 


tanex  =  -  =  -,     — ^    . 

°  /)         %        cos.r         sinx 


?.rosr  i  cosx  2sin.r  /  sinx 


7  = 


„  a        sin/-  -         --        sin/- 

e    —  c  a  e    —  e  a 


On  a  maintenant 

on  peut  donc  poser 
d'où 


sm-n-  =  — - — -  =snr/-, 


/^  =  — — —  '    q  = 


Les  équations  (i)  et  (2)  deviennent  alors 


j>-i        ftTiT        r,  sinx  cosjcX    ,j.         _  /  sin'x  \     , 

d^'=    W  +  Z      ■  ^.       W/g  —  Z    I  — -T-— J^yj, 

^/yj'  =  Z     I  —  -^--  W/|  +     W  —  Z  — .-— -     dfj. 
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Introduisons  la  fonction  V  définie  plus  haut, 


Li 


V  r=  —  Z  V  I -H  p- 4- 7- =  -->     d'où     Z  =:  zV  tan^/}-; 

il  vient 

r/^'  =    W  +  i  V  -T^ r-    r/c  —  /  V  — r^^ ^ —  dci, 


sinycos?jy       '  sin/jcos/j' 


dr  =  i  V  — 7^ : —  (l^  -\-     W  —  i V  -7-^ r-     (Iri . 

SI  n  /  r  cos  '/         '  \  SI  n  ij  cosi/  J 


Or  on  a 


S  =  -  (^■''-1-  e  •'')  cosx  =  a  co& iy  cos jc, 


Yj  =^  -  [e^  -\-  e~^')  s\njc=:a  cos//  sinx; 


donc 


r/|  =  —  a  [cosij  sin.xdx  -+■  sin  ij'  coScT  .  /^/t"), 
de  =       47.  (cos zj  cosjrdjc  —  sin ij'  sin x .  id/)^ 


d'où,  en  substituant, 


I       ,        /  .  sin'.rcosj;  siir/r  —  sin'.i;  ,    , 

-  fit,'  ~      —  W  cosir  sinx  —  /  V  -. / V  -. cos.r     ax 

'  smiy  sin/j  ' 


/  .  sin,rc()S-.r  sin^/V  —  sin\r     .       \ 

—  W  sin  ly  cos.r  —  /  V h  i  V sin  x     icly  , 

\  cos/r  cos/r  / 


sin,r  c()S-.r  sin^/r  —  sin\r 

h  i  V 

cos/j  cos  rr 

I  /  sin'/r  —  cos^a:  sinorcos'xN 

-  dr/  =:      —  /  V — : cos  j:  -\-  W  COS/J  COS.r  —  /  V  -. dx 

a  \  sin/j  sin/j      / 

/  sin-//  —  cos^jc  .  .  sin^rco3jc\ 

+     —  /V  • —  cos.r  —  W  sin/r  sin  j:  +  /  V idy 

\  cos/j  COS/J      / 

De  là  on  tire,  en  simplifiant, 

-c/^'=  —  (Wcos/y  sin.x  +  i\  sin/;" cos jt)  û^jc 

—  (W  sin  ij  cos  j?  H-  /Y  cos/V  sin  x)  //V;', 
-dfi'=^       (Wcoszycosx —  iY  smiysxux)  dx 

—  (W  sin  ij^\i\x  —  /V  cos/j"  cos  x)  idj. 

Tome  VIII  C^*  série).  —  Octobre  c863.  ^2 
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Introduisons  maintenant  les  nouvelles  variables 

.r  -h  /}•  =  .r, ,     Jr  —  ij  =  y^  ; 
il  vient 

-  ci^'  —  —  (W  sin  x^  h-  W  sin  )  ^  -h  /V  sin  .r,  —  aV  sin  j  ,  )  dx 

—  (W  sin  Xi  —  W  sin  Vi  -\-  'V  sin  .i',  -\-  ?V  sin  )  ,)  irl)\ 

-  dr,'  =       (  W  cos .ï- ,  H-  W  cos^ i  —  /  V  cosj ,  H-  /  V  cos .jf • ,  )  clr 

—  (Wcos^,  —  Wcosj:',  —  /Vcosjr,  —  /Vcos^  ,)  idy^ 

ou  enfui 

j   "^d^'  —  -(W  +  /V)sin.r,^^,  -  (W  — /V)  sinj,  r/j,, 
-dr,'=:       (W  +  /V)cosjf,(yx,+  (W  —  /V)cosj,  r/;  ,. 

Maintenant  on  a 
clone 


r/Ç'  =  p/S'  -f-  7<:/v;'; 


'-'    j^/         •/ïwr         -ir    cosjcsitij-,  —  siii.r  cos./'i     , 
«  ^  '  sin  y 

•  /•«r         .,,^  sinr,  cos.r  —  cos  r,  sin./-    , 
^  '  sin/j  ^ 

ou  bien 

(9)  ,/ç'=,^r(w-hAV)/^jc, -(w-/V)r/r,j. 


Remarquons  que  W-h/V  est  une  fonction   tle   x,   seulement,   et 
W  —  zV  une  fonction  de  ^1  ;  car  on  doit  avoir 

d\N  _clW        dVf  _        d\ 
d:r.  dy  dy  dx  ' 

or 

.r,  -hj,  x,  —  j, 
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rfW_  I   fdW^        .dW\         r/W  _  I  fdW         .  dW 
dx,  2.  \  dx  dr  j  dy\  i  \  dx  dy 

r/V  I    /r/V  .r/V\  dN  \   f  dN  .  dV  \ 


d'où 


dx,         1  \  dx  dy  j  dy^         2  \  dx  dy  j 

et  jDar  conséquent 

l  —, \-  l  -, 


dy^  2  \   dx  dy  dx         dy 

d{\y  ~  iY)  _i^  fdV^         .rfW         .dV        dV\   _ 
dx,  2.  \  dx  dy  dx         dy  j 

L'équation  (9)  s'intègre  donc  par  deux  quadratures,  et  donne  l'é- 
quation générale  des  surfaces  d'étendue  minimum 

Ç'  =  f[/(^  +  (7-)-F(^-^r)l, 

ou,  en  évitant  les  fonctions  imaginaires, 

(»o)  Ç'  =  î^  j  ç  (JT  4-  /;-)  -  «p  (^  -  (r)  +  i  [^  {^r  +  //)  +  (]>  (x  -  ij)]\, 
(p  et  di  étant  des  fonctions  réelles. 

m. 

L'équation  (9),  ou  son  intégrale  (10),  fournit  immédiatement  le  ré- 
sultat énoncé  ci-dessus,  savoir  :  que  toutes  les  surfaces  d'étendue  mi- 
nimum peuvent  être  regardées  comme  des  transformées  de  la  caté- 
noïde.  En  effet,  l'une  quelconque  de  ces  surfaces  étant  donnée,  et  son 
équation  étant  mise  sous  la  forme  (10),  si  l'on  détermine  deux  fonc- 
tions réelles  de  jc  et  j,  W  et  V,  de  telle  sorte  que 

W  +  /  V  =  9'  (x  +  ij)  +  /^]>'  [x  -h  ij), 
yV  —  iy  =  9'  [x  —  (;-)  ~  Zip'  {œ  —  z;-), 


ou 


bien 


2  W  =  9'  (x  H-  ij)  ^-  ©'  (x  —  zj'), 

2  V  =  <!'  (x  +  if)  4-  ^j>'  (x  —  ij), 


4^.. 
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léqualion  (9),  qui  est  celle  de  la  transformée  de  la  caténoïdc  corres- 
pondant à  ces  deux  fonctions  W  et  V,  représentera  une  surface  iden- 
tique à  la  surface  doiuiée,  aux  constantes  près  d'intégration. 

Sans  chercher  quelles  sont  les  diverses  conséquences  auxquelles 
pourrait  conduire  cette  remarque,  nous  nous  bornerons  ici  à  ce  qui 
concerne  la  formation  de  l'équation  d'une  surface  d'étendue  mininuun 
passant  par  une  courbe  j)lane  donnée.  Et  d'abord,  nous  pouvons  fou- 
jours  choisir  l'axe  des  Ç  porpeniliculaire  au  plan  de  cette  courbe;  siqi- 
posons  en  outre,  pour  |ilus  de  facilité,  que  ce  soit  l'ellipse  représentée 
par  l'équation 

il  îjer.i  facile  de  généraliser  la  méthode  et  de  l'appliquer  à  une  courbe 
quelconque. 

Posons,  pour  abréger, 

W-h/V=y(.r,),     w-  /V=F(j-,). 

Lorsque  le  point  ^',  V)',  ^'  décrira  l'ellipse,  le  point  ^,  yj,  Ç  décrira  sur 
la  caténoïdc  une  certaine  c  ourbe  telle,  que  pour  chacun  de  ses  points 
on  ait 

(II)  /(.r,)<^/j:-,  =  F(j,)r/;-,, 

puisque  Ç'  doit  rester  constant,  et  qu'en  même  temps  les  équations  (8) 
soient  vérifiées,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  première  de  ces  équa- 
tions (8)  avec  la  condition  pd^ -+-  qdr{  =  d^'. 
On  aura  donc,  pour  dÇ  =  o, 

pdB,'  -+-  qdft'  =  o,      d'où      tangjc  =  -  =  ^—j-r-- 

Mais  de  l'équation  de  l'ellipse,  on  tire 


donc 


dr.'  _   -p^g^ 
P         _ 


rr^v  =  tang  X,        ■—^. = '- —  — 

[iç  °  psin:r         acosx         ^a^  cos'x  +  f/ sin'x 
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cl  où 


v'a'  cos'or  4-  p'  siii'x                        s^rj?  cos'x  --h  p^  sin''x 
/■/ç    =  j,       (tCi   =  y 

Donc,  en  vertu  de  la  première  des  équations  (8)  et  de  l'éqnation  (i  i), 
oïl  doit  avoir,  lorsque  le  ]>oiiit  S',  v]',  Ç'  décrit  l'ellipse, 

!- -^j[x\)dx^  (sui.r,+sui  j'|)=  2Suia:cos/>"/(x,)r/./'| 

ou  bien 

^-^-^ -^  =  /(x,  )  dx^  —  F  (  j,  )  r/r, . 

n  cos/j  (a-  cos^x  H-  P'  sin^x)^ 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quand  le  point  S,  yj,  Ç  décrit  une  cer- 
taine courbe  sur  la  caténoïde,  nous  pouvons  nous  donner  arbitraire- 
ment cette  courbe,  en  posant  JT  =  <P  (•^)»  d'où 

x^  -—  X  -H  /(p  (or),    j,  =  X  —  /tp  (x), 
et,  par  suite, 

X  —  7S[X,)  =  5(j,), 

les  fonctions  sr  et  ô  ne  différant  que  par  le  signe  de  i.  On  a  par  con- 
séquent aussi 

ij=x,  -u{x,)  =  e{j,)  -  r,- 

Maintenant,  si  l'on  prend  pour  /  (^,)  et  F(j,)  les  deux  fonctions 
suivantes 

/7^   N  _  a'(i^CT'(x.)  


F(J.)  = 


a  cos[xi  —  cT(X|)][a'cos=CT(x,)  +  p^  sin'nr  (a.-,)]' 

a'p'ô'Cr,) 


fl  cos[j.  —  9  (j,)l[a'  cos^e  (J')  +  P^sin'9  (j,)]' 
l'équation 
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représentera  une  certaine  surface  d'étendue  minimum,  et  il  est  éviilenl 
que  lorsqu'on  posera,  dans  Téquation  de  cette  surface,  cr(:r,)=.if, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  ^(^i)  =  J^,  on  obtiendra  une  courbe  de 
niveau  dont  l'équation  différentielle  sera  précisément  celle  de  l'ellipse 
donnée.  Cette  surface  |)assera  donc  par  une  courbe  égale  et  parallèle 
à  cette  ellipse,  et  que  Ton  pourra  amener  à  coïncider  avec  elle,  j)ar 
une  détermination  convenable  des  constantes  d'intégration. 

Proposons-nous,  pour  prendre  un  exemple  simple,  de  déterminer 
la  surface  de  telle  sorte  que,  lorsque  le  point  ^',  v}',  t'  décrira  l'ellipse, 
le  point  f,  yj,  Ç  décrive  un  parallèle  de  la  calénoïde,  défini  par  la  con- 
dition y  =  Yq.  On  aura  alors 

JC ^  ^  jr  -r  /)  Q,       y  ^  ■=!  OC         Hq^ 

.T  =  JT,  —  /')-o=  )•,  H-  ir^^. 
Nous  poserons  donc 

J[x,)  = '■ 3, 

rtcos;jo[a- cos' (x,  —  /j„)4-[i^siii-  [x,  —  ;j,)]'' 


f(j/) 


a  cos/jo [ a'  cos'  (j,  H-  /j»)  +  P'  sin'  (  j,  4-  9'o)l' 


On  voit  par  là  que,  réciproquement,  si  m,  n,  p,  k  représentent  des 
nombres  donnés,  l'équation 


./ç'=^r ^ 


(w'cos' j:,  -+•  «^sin'jr,  -+  2/.>/sinx,  cos.r, 


r/r, 


■.r,rJ 


(w'cos^j, -f-  «^sin'jTi  —  2^/sinj)',  cos 

est  celle  d'une  surface  d'étendue  minimum  dont  une  des  courbes  de 
niveau  est  une  ellipse.  Ees  axes  de  cette  ellipse,  qui  sont  parallèles 
aux  axes  des  B  et  des  vj,  se  détermineront  aisément,  en  identifiant  les 
fonctions  de  .r^  et  de  ^,  que  renferme  cette  équation,  avec  celles  qui 
sont  écrites  ci-dessus. 
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NOTE 

SUR 

LES   SYSTÈMES  DE   SURFACES  ORTHOGONALES 
Par  m    V.   PUÏSEUX. 


J'entends,  suivant  l'usage,  par  système  de  surfaces  orthogonales  l'en- 
semble de  trois  groupes  de  surfaces  tels,  que  toute  surface  de  l'un  quel- 
conque des  groupes  soit  coupée  à  angles  droits  par  toutes  celles  des  deux 
autres.  Les  surfaces  d'un  même  groupe  peuvent  être  représentées  par 
une  équation  entre  les  coordonnées  oc^j,  z  et  un  paramètre  qui  varie 
d'une  surface  à  l'autre  :  cette  équation,  si  on  la  résout  par  rapport  au 
paramètre,  le  donnera  égal  à  une  fonction  de  x,  j,  z  qu'on  peut  con- 
cevoir développée  en  série  suivant  les  puissances  entières  el  positives 
de  ces  variables.  Aux  trois  groupes  de  surfaces  orthogonales  répon- 
dront trois  développements  de  ce  genre  :  je  me  propose  dans  cette  Note 
d'exprimer  les  coefficients  de  ces  trois  séries  à  l'aide  d'indéterminées 
qu'on  puisse  choisir  arbitrairement,  en  sorte  qu'en  attribuant  à  ces 
indéterminées  toutes  les  valeurs  possibles,  on  obtienne  tous  les  sys- 
tèmes possibles  de  surfaces  orthogonales.  Ce  calcul,  qui  se  réduit  à  la 
résolution  d'équations  linéaires,  s'effectue  aisément,  comme  on  va  le 
voir,  pour  les  coefficients  des  termes  d'un  degré  inférieur  au  quatrième  ; 
il  devient  plus  compliqué  à  mesure  que  l'on  considère  des  termes  d'un 
degré  plus  élevé. 

En  se  bornant,  comme  je  le  fais  ici,  aux  termes  du  troisième  degré, 
on  obtient  pour  les  coefficients  des  expressions  d'où  résultent  immé- 
diatement les  beaux  théorèmes  de  MM.  Dupin  et  Lamé  sur  les  surfaces 
orthogonales.  La  même  analyse  rend  évidente  cette  remarque  déjà 
faite  par  M.  Bouquet  {Journal de  Mathématiques ,  t.  XI,  p.  44^)>  qu'ini 
groupe  de  surfaces  pris  au  hasard  ne  peut  pas  en  général  faire  partie 
d'un  système  orthogonal. 

Soient  X,  Y,  Z  trois  fonctions  de  .r,  j  ,  z  telles,  qu'en  les  égalant  a 


dY  dZ        dY  dZ        dY  dZ 

d.r    dx           dy    dy            dz     dz 

--  O, 

dZ  dX         dZ  d\         dZ  dX 
d.r   d.c           dy    dy           dz    dz 

=  O, 

dX  dY         dX  dY         dX  dY 

dx    dx            dy    dy            dz     dz 

=  o, 
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des  paramètres  arbitraires,  on  ail  les  éi|iiations  de  trois  gronpes  de 
surfaces  orthogonales.  Supposons,  ce  qui  est  permis,  les  axes  de  coor- 
données dirigés  suivant  les  normales  aux  trois  surfaces  qui  passent 
par  l'origine  O.  Cette  origine  pouvant  être  un  [joint  quelconque,  il  est 
également  permis  de  supposer  les  fonctions  X.  Y,  /  développées  sni- 
vant  les  puissances  entières  et  positives  de  .*",),  z  en  des  séries  qui 
seront  convergentes,  au  moins  pour  de  petites  valeurs  de  x^  7,  z.  Ces 
fonctions  doivent  satisfaire  aux  trois  équalions  de  condition 

(') 
(2) 

qui  expriment  que  les  surfaces  des  trois  groupes  se  coupent  mutuell 
ment  à  angles  droits.   De  là  résidtent,  entre  les  coefficients  des  dé 
veloppements   en  séries   de  X,  Y,  Z,  des   relations   que  nous  allons 
chercher. 

Nous  pouvons  admettre  que  les  surfaces  des  trois  groupes  qui 
passent  par  l'origine  répondent  à  des  valeurs  nulles  des  trois  para- 
mètres; car  il  suffirait  pour  remplir  cette  condition,  si  elle  n'avait  pas 
lieu,  d'augmenter  ces  paramètres  de  quantités  constantes.  Les  fonc- 
tions X,  Y,  Z  s'annîilant  |K)ur  x  =  o,  j  =  o,  z  =  o,  posons 

X  =  a  X  -H  b^;"  -+-  c  r.  4- . . . , 

les  termes  non  écrits  étant  au  moins  du  second  degré.  Mais  les  cosinus 
(les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  normale  à  la  surface  X  =  o  au 
point  O  sont  proportionnels  à  a,  b,  c,  et,  d'un  autre  côté,  cette  nor- 
male doit  se  confondre  avec  l'axe  des  x  :  on  a  donc  b  =:^  o,  c  =  o.  Eu 
outre,  en  multipliant  par  un  facteur  convenable  le  paramètre  des  sur- 
faces X,  on  rendra  le  coefficient  a  égal  à  i  :  nous  pouvons  donc  poser 

X  —  .r  -f-  <7.r ^  +  '!j'-  -f-  gz'  4-  2  S^jz  -^  i¥ zx  -\-  1 H xy  -h . . . , 

les  termes  non  écrits  étant  au  moins  du  troisième  degré,  et  pareille- 
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ment 

Y  =j-  -h  bj^-h  ez-  H-  hx-  -h  iBzx  -^  iY)xj  -h  ^  Ij  z  4- . . . , 

Z  =  z  +  cz^  -f-/x-H-  iy-  -+-  2.CXJ  +  l'Ljz  +  aGz.r-f-.... 

En  substituant  ces  valeurs  de  Y  et  de  Z  dans  l'équation  (i),  on  trouve 
qu'elle  devient 

(B  +  C).T  +  (1  4-  i)j  +  (E  +  e)z  4-...  =  o, 

les  termes  non  écrits  étant  du  second  degré  au  moins.  Cette  équation 
devant  avoir  lieu  quelles  que  soient  x^  y^  z,  il  en  résulte 

B-t-C  =  o,     I-t-/  =  o,     E+e  =  o. 

On  trouvera  de  même  à  l'aide  des  équations  (2)  et  (3),  ou  par  la  per- 
mutation des  lettres, 

C  +  A  =  o,     G  +  g  =  o,     F-f-/=o, 

A+B  =  o,     H4-/z=ro,     D  +  c^=o. 
Il  suit  de  là 

A  =  o,     B  =  o,     C  =  o, 

D=-r/,     E=-(?,     Y  =  -f,     G=-g,     H  =  -^,     l=-i. 

On  a  donc 

X  =  X  +  aœ-  H-  flj'^  ■+-  gz"^  —  Q.fzx  —  2 kxj  -h..., 
Y  =  j"  4-  bf-  +  ez^  -h  hx^  —  1  dxy  —  2  ijz  + . . . , 
Z  =  z  +  cz^  +fx'^-\-  ij"^  —  lejz  —  2gzx  -+-..., 

où  les  neuf  constantes  «,  6,  c,  d,  e, /^  g,  k,  i  peuvent  être  prises  arbi- 
trairement. 

Poussons  maintenant  les  développements  jusqu'aux  termes  du  troi- 
sième degré,  et  posons 


^4) 


X  =  ^  -h  nx"^  -r-  (Ij'^-ir  gz^  —  "îjzx  ~  2  hxj  -h  jx^  -h  iny^  +  pz^ 

-h  aj"^  z  -h  ùjz"^  +  ■fjz'^x  -h  y.zx^  -\-  vx^j'  -h  pxj-  4-  v  xj'z  4- . . . , 
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k        V  =:  >■  +  hy'  -^  c^'  H-  ^'•^"  —  2cix'y  —  2/rz  4-  Ar'+  nz^-h  7.1' 
(5)  y  .  . 

f  -h  ^z^œ  -h  sz.r^  4-  6.x-/ -h  X.!:/-*  +  ?J"z  +  (7)-z'4-  9.'^7Z'  4-..., 
^  Z  =  z  +  cz-  -h  JJi-^  +  ?y"  —  acjz  —  i}>zx  -h  /i'  +  oj:'  -h  77  -^ 
I  4-  y.r'-jH-  Ç.*;)*4-  o*^  +  /x/z"  4-  zsz^a'  4-  tzo:-^  4-  /.>fj2  4-..., 

les  termes  non  écrits  étant  au  moins  du  quatrième  degré. 

En  substituant  dans  l'équation  (i)   les  valeurs  de   V   et  de  Z  qui 
viennent  d'être  écrites,  on  trouvera 

(4y //  4-7  4-  i)x-  4-  (4  /;/■  +  4  ei  4-  3/H-  ^)  ;■-  4-  (4  ^^  +  4  ^'  4-  3//  4-  fx)  z"'^ 
4-  ( 4 ^^ft  —  4  '''f  —  4  ^''  —  4  ^''  —  4  /'  4-  *2  £  4-  2  (7 )jz 
4-  (4'''<'  — 4^^^  —  4è'/^  +  •>-/3  4-  /)za7  4-  (4g/  —  4<iî/  —  4^-'' -+-  2Ç  4-(p).Ty 
-+-...  =  o, 

les  termes  non  écrits  étant  du  troisième  degré  au  moins.  Cette  équation 
devant  avoir  lieu  quelles  que  soient  .r,  /,  z,  il  en  résulte 

(rt,)  4/7/4-7 +  £  =  0, 

(a.,)  4  ^''^  +  4  ^/  +  3r  4-  ^  =  o, 

(/-/j)  l[ce  -\-  ^  ei  4-  3/i  4-  jUL  =  o, 

(^J  2f/g  —  ibe  —  2  ci  —  2  0'  —  2/^  4-  «  4-  T  =  o, 

(«5)  4^e  — 4^g  —  4g//+ 2/3  4- X  =  o, 

(r/c)  4  g/  —  4<'//—  4^//  +  2^4-9  =  0. 

On  trouvera  de  même  à  l'aide  des  équations  (2)  et  (3),  ou  par  la  per- 
mutation des  lettres, 

{bt)  4<Y/  4-  a  4-  Ç  =  o, 

(^2)  4<^g  H- 4yg  H- 3/>  +  sy  =  o, 

(^3)  4a/4- 4/^  4- 3o  4-  X  =  o, 

{b^)  leh  —  2cf  —  2ag  —  2j^—  2g^  -h  Y}  -i-  r  =  o, 

{b^)  4  e/—  lifh  —4^/4-274-^  =  0, 

('''g)  4g'i— 4^e  —  4eg -4-  2c?  4- X  =  o, 
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(C3)  l\bci -h  l^dh -h  ^m+l  =  o^ 

(c^)  ifi  —  lad  —  2bk  —  id-  —  2h^  -h  0  -h  p  —  o, 

[Cs)  l\df—  ^di  —  /\gi-{-2a-\-(p  =  o^ 

(Cg)  /[hi  —  l\ef—  !\jh  +  2  s  +  u  =  o. 

Les  trente  coefficients  y,  A:,  /,  m,  /z,  o,  /?,  (/,  r,  a,  /3,  7,  c?,  £,  C»  ^5»  ^> 
j,  X,  X,  /UL,  V,  ^,  w,  /3,  (7,  T,  u,  o,  ;^  des  termes  du  troisième  degré  devant 
satisfaire  à  ces  dix-huit  équations,  pourront  s'exprimer  au  moyen  des 
neuf  quantités  a,  h^  c,  d^  e,  f  ^  g,  h,  i  et  de  douze  nouvelles  arbitraires. 
Et  d'abord,  des  équations  {a^),  {b^),  {c^),  (a^),  {b^),  (C3),  nous  tirons 

/  y.=—  l\nf—  l\fg  —  3o, 

(  7  )  \  1  =:  —  l:^bd  —  [\dh  —  ?i  m , 

\  ij,  =  ~  liCe  —  [\ei  —  3/?, 

1   V  =—  l\ah  —  /\dh  —  3q^ 

(8)  ^  =-  kbi  -  kei  -3t, 

\^^-kcg-  kfg~  3/7; 

les  équations  («5),  (^5),  [c^),  [a,\  {b,\  {c,)  nous  donnent  ensuite 
ff.  =  'xdi  +  igi  —  'idj-^(p,       ^-2eg  +  ^gh  —  2de  --/, 
y  =  2fh  -+-  2hi  —  2  ef~  ^  u,        â=^2de-\-2eg-  2gh  —  ^/, 
£  =  2ef-hifh-  ihi-\^,        ^=:2df-hiidi  -  2gi-'-(p. 

Portons  ces  dernières  valeurs  dans  les  équations  («,  ),  [b,  ),  (c,  ),  et 
nous  trouverons 

(o)  u  =  Sfh,     (p  =  Sdi,     x  =  8e-, 

43.. 
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d'où  il  résulte 

(lo)  a  =  2{gi  -(//-cii),  p  =  -j{gh-~(ic-e}>),  y  =  2{hi-cj-jfi), 
(1.)    à=..2{He-cg-sh),    s  =  ^{ef-Jh-/n),    ^  =  ^{dj- di~  gi) . 

Il  reste  à  satisfaire  aux  équations  (^4),  (^'4),  (^O»  et  pour  cela  il  suffira 
de  prendre 

I  -n  =  2{J--{-  g-  +  ag  -h  cf  —  eh)-  r, 

(12)  <    0  =  i{d-  -h  h-  H-  hh  -+-  ad  —  fi)  —  p, 

(    i  =  1  [c-  -^  i'-  -h  ci  -+-  ho  —  dg)  —  0-. 

On  voit  donc  qu'en  outre  des  neuf  quantités  «,  b^  c,  d,  e,J,g^  /?,  i 
qui  figurent  dans  les  coefficients  des  termes  du  second  degré,  on  pourra 
se  donner  arbitrairement  les  douze  quantités  y,  A",  /,  m,  /«,  o,  p^  (j,  r, 
p,  c,  T,  et  qu'alors  les  dix-huit  autres  coefficients  des  termes  du  troi- 
sième degré,  savoir  :  a,  /3,  7,  t?,  £,  Ç,  yj,  9,  i,  a,  l,  ^,  v,  g,  ro,  u,  cp,  X, 
seront  déterminés  par  les  formules  (7),  (8),  (9),  (10),  (i  i),  (12). 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  trouvera  que  les  coefficients 
(les  quarante-cinq  termes  du  quatrième  degré  dansles  fondions  X,  Y,  Z 
peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  vingt  et  une  arbitraires  précédentes 
et  de  quinze  nouvelles;  et  généralement,  si  l'on  pousse  le  développe- 
ment de  ces  fonctions  jusqu'aux  termes  du  n^^''"^  degré,  tous  les  coeffi- 

,  .  .17.1  1  3(«    l){«+4)  I-. 

cicnts  pourront  s  expruner  a  1  aule  de  — — arbitraires. 

Il  me  reste  à  indiquer  quelques  conséquences  des  formules  qui  pré- 
cèdent. 

Considérons  la  surface  Z  =  o.  De  ce  que  le  terme  en  jcj-  manque 
dans  le  développement  de  Z,  on  conclut  qu'au  point  O  les  lignes  de 
courbure  de  cette  surface  sont  tangentes  aux  axes  0.r,  Oj.  Mais  les 
intersections  de  la  même  surface  par  les  surfaces  Y  =  o,  X  =  o  sont 
aussi  tangentes  à  ces  axes  :  ces  intersections  sont  donc  tangentes  en  O 
aux  lignes  de  courbure  Z  =  o.  Comme  d'ailleurs  le  point  O  est  un 
point  quelconque  de  l'espace,  on  voit  que  chacune  de  ces  intersections 
est  en  tous  ses  points  tangente  à  une  des  lignes  de  courbure  de  Z  =  o, 
et  par  conséquent  se  confond  avec  une  de  ces  lignes  de  courbure.  On 
retrouve  ainsi  le  théorème  de  M.  Dupin,  que  dans  un  système  de  sur- 
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faces  orthogonales  chaque  surface  d'un  groupe  est  coupée  [)ar  celles 
des  deux  autres  groupes  suivant  ses  lignes  de  courbure  [*]. 

Parmi  les  relations  établies  ci-dessus  entre  les  coefficients  des  séries 
X,  Y,  Z,  il  y  en  a  une,  savoir  : 

qui  ne  contient  que  des  coefficients  de  Z.  Celte  équation  suffit  pour 
établir  qu'un  groupe  de  surfaces  ne  peut  pas  en  général  faire  partie 
d'un  système  orthogonal  :  car  l'équation  qui  représente  ce  groupe, 
étant  rapportée  à  des  axes  convenables  et  résolue  par  rapport  au  para- 
mètre variable  w,  pourra  bien  se  ramener  à  la  forme 


0)  =  z-h  cz'-  ■+-  f-x.'  -h  ij-  —  2  ejz  —  2g-..r  -\-  Iz^  -h  ox^  H-  rj^ 
-f-  y  .X- j-  +  Çxj'  -t-  ij-  z  -h  iJ^yz'  +  sy  z-  X  H-  T  zx'-  +  '/^xrz  -h ...  ; 

mais  il  n'arrivera  pas  en  général  qu'on  ait 

Les  développements  des  fonctions  X,  Y,  Z  ayant  été  poussés  jus- 
qu'aux termes  du  troisième  degré,  nous  pouvons  en  déduire  les  varia- 
tions différentielles  au  point  O  des  rayons  de  courbure  principaux  de 
nos  surfaces.  A  cet  effet,  regardons  x^  j,  z  comme  de  petites  quan- 
tités du  premier  ordre,  et  formons,  en  y  négligeant  les  quantités 
du  second  ordre,  l'équation  qui  a  pour  racines  les  deux  rayons  de 
courbure  principaux  de  la  surface  X=  const.  au  point  [x,  J-,z).  En 
désignant  par  R  l'un  quelconque  de  ces  rayons,  et  prenant  pour  X  la 
valeur  donnée  par  la  formule  (4)j  nous  trouverons 


(l  +  g  —  {-ia(i -h  2ag  +  47  "+  ^Ir—  -t]  —  p)  x 
-+-  (6  dh H-  2  gA  +  3/;2  +  c?) r  -^{^fg  +  2<'//+  3/?  +  a)  z 


r       c/g-~{liaclg  +  lidf'  +  ^gh''-(l-n-gp)x     1 
"^  '  L  +  [8dgh-^cIâ  +  3gm)j-i-{Sdfg-hg7,-h'icip)z\ 


=  o, 


[*]  Dans  ses  leçons  au  Collège  de  France,  JM.  Liouville  a  démontré  le  même  théo- 
rème en  développant  en  série,  non  pas  la  valeur  du  paramètre,  mais  celle  de  l'une 
des  coordonnées  .r,  j,  z  regardée  comme  fonction  des  deux  autres. 
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les  termes  non  écrits  étant  du  deuxième  ordre  au  moins.  Nommons 

A,.,  Aj  les  rayons  de  courbure  principaiix  de  la  surface  X  =  const.  au 

point  {x,j,z),  savoir  :  A,,  celui  de  la  section  ))rincipale  tangente  à  la 

courbe 

X  =  const.,     /  =  const., 

et  A;  celui  de  la  section  princi[)ale  tangente  à  la  courbe 

X  =  const.,     Y  =  const.  ; 

A,  sera  celle  des  deux  valeurs  de  R  qui  est  très-voisine  de -^,  tandis 

que  A;  sera  très-voisin  de  —  — •  On  aura  donc,  aux  quantités  près  du 
second  ordre, 


=  —  ■!(/ ^  2[in(/ -^  lilr  —  p) .r  —  G{2(/h -h  in)j  —  2{'i(IJ  -ha)  z-h..., 
=  —  2g  -h  i{2ag  -h  lij  -  -  -ri)-r  —  2{igh^  ^)  y  -  G[ijg  ^ p)  z^ ..., 


ou  bien,  en  exprimant  les  coelficients  des  seconds  membres  au  moyen 
des  quantités  indépendantes  «,  ^,  c,  d^  <?,/,  g,  //,  /,  /,  k,  /,  m,  «,  o,  p, 

9,  r,  p,  c-,  T, 

—  =—  id-\-  i{2ad  -h  [\h-—  p).T  —  6{2dh-\-m)j-\-^  (^'  — »)  'z  +..., 

^  =—  2g  -h  2{iJ  -  -  2g'-  —  2cf-h  2eh  -h  x)x  —  2{d  -  g)  ej 
-6(2/s4-/^)2H---.. 
H  suit  de  là  qu'au  point  O  on  a  non-seulement 


(i3) 

mais  encore 


(i4: 


'al- 

dx 


dl-  dj-  dl. 

dx  ay  az 
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Nommons  pareillement  B^  et  B^  les  rayons  de  courbure  principaux 
de  la  surface  Y=  const.,  savoir  :  B^  celui  de  la  section  principale  tan- 
gente à  la  courbe 

Y  =:  const.,     X=:  const., 

et  B^  celui  de  la  section  principale  tangente  à  la  courbe 

Y  =  const.,     Z  =  const. 

Enfin  appelons  C^  et  C^.  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  sur- 
face Z  =  const.,  savoir  :  C^  celui  de  la  section  principale  tangente  à  la 

courbe 

Z  =  const.,     Y  =  const., 

et  C^  celui  de  la  section  principale  tangente  à  la  courbe 
Z  =  const.,     X  =  const. 

En  raisonnant  comme  on  l'a  fait  pour  établir  les  équations  (i 3)  et  (i 4), 
ou  bien  en  permutant  les  lettres  qui  y  figurent,  on  trouvera  qu'on  a, 
au  point  O, 

(.5)  i  =  -^^'   k^"-^^' 

d—  d^  cl  — 

—-'  =  2(2*^  +  4/^— a),  __i  =  _6(2e'/  +  /0,   -^'z=4(c'  — A)-, 

:i6W 

d^  dl.  d± 

ay  (iz  d.x 

et  encore 

(17)  F  =  -^f->     n"=~^'"' 

[d^  dl.  d^ 

\   -^  =  2(2c/+45'^-r),  _^  =  _6(2/^+«),    -|f=  4  (/_,)/,, 

d-  .        dl.  dl- 

c  ce 

^  =  l{ie^—li^ — "ibe-Jf  ldg-irfi)y   -—^=  —  l[f—i)d,      —r^  —  — 6(2e/  +  r). 

dz  dx  djr 
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Dans  les  équations  (i4),  (i6)  et  (18),  remplaçons  r/,  c,  j\  ^,  //,  /,  pai- 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i3),  (i5)  et  (17);  il  viendra,  toujours 
])our  le  point  O, 


^2lj 
(22) 

(a3) 


127; 


(.8) 


29; 


^1. 


c/r 


rf-L 


dz  \Aj.        aJ  C^' 


dL 

Ai  I  1  I  -2C 

■^  ""  c]  ~  Â]  ~  bTb.  "^  cT  "^  ^  ^' 


''â:    /. 


dj  \  A 


,  \  A,  3  .. 

4       3 


B,         /  I  I  \    I 


c?x  \B,        B,/  A, 

d2. 

Bx  I  I  I  2« 

~dy^T;~Bi~c;c,'^j; 
d~ 

^z  \Bx    "  B J  Cx' 
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(3o) 
(3.) 

32) 

(33) 

(34) 
(35) 

(36) 

Remarquons  spécialement  les  six  formules  (21),  (23),  (^7)?  (29), 
(33),  (35),  et  aussi  ces  trois  autres  qui  résultent  immédiatement  de  la 
combinaison  des  équations  précédentes  : 


dx 

— 

3 

6<y, 

dz 

= 

2             IC 

-    1~ 

1 

dx 

— 

3 

60, 

"k 

dy 

= 

)i' 

■'k 

= 

I                     I 

1 

-+- 

bT 

+- 

2 

dz 

~  AT 

â; 

dl- 
dx 

= 

Vc;~c:j 

i' 

"k 

dj 

= 

3 

B,  C^ 

-  6r 

,;'- 

;^'- 

"k 

dy 

= 

I 

a; 

+  è 

I 

h 

dy 

"k 

dz 

= 

1 

"i? 

I 

dz 

A, 

dx 

= 

I 

I 

r 

Dans   ces   neuf  équations,   qui  ne  renferment  avec  les  dérivées  des 
layons  de  courbure  principaux  que  ces  rayons  eux-mêmes,  on  peut 
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regarder  dx^  dj^  dz  comme  les  différentielles  des  arcs  des  Irois  courbes 
formées  par  les  trois  intersections  mutuelles  des  surfaces  X  =  o,  Y  =  o, 
Z  =  G,  prises  deux  à  deux.  Ces  équations  acquièrent  alors  une  signiti- 
cation  indépendante  i\u  choix  des  axes  de  cordoiniées,  et  elles  s'ap- 
pliquent, non-seulement  à  l'origine,  mais  à  un  point  quelconque  de 
l'espace.  Ainsi  entendues,  elles  ne  sont  autre  chose  que  les  formules 
connues  de  M.  Lamé. 


i 
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*\AAW\  VVX  v\'»'V\'>  V\>V\'\\^^^/V%  VV^tW 


THEOREMES    GÉNÉRAUX 
CONCERNANT  DES  FONCTIONS  NUiMÉRIQUES; 

Par  m.  J    LIOUVILLE. 


1.  Soit  m  un  nombre  entier  donné  et  n  un  nombre  entier  quelconque 
premier  à  m  (l'unité  est  toujours  une  des  valeurs  de  n).  Soit  de  plus 

ji  z=  dà, 

en  sorte  que  d  représente  un  quelconque  des  diviseurs  de  n  et  â  le 
diviseur  conjugué.  Nous  posons  ces  définitions  et  ces  notations  une 
fois  pour  toutes.  On  voit  que  l'entier  n  peut  prendre  une  infinité  de 
valeurs,  et  qu'à  chaque  valeur  déterminée  de  n  répondent  en  géné- 
ral diverses  valeurs  de  cf,  â.  Mais  «,  d  et  â  n'ont  jamais  de  facteur 
premier  commun  avec  l'entier  fixe  m. 

Cela  étant,  considérons  cinq  fonctions  numériques  de  //,  savoir 

A(/0,  G[n),   R{fi),  V[n].,  Q(/0, 
vérifiant,  pour  chacune  des  valeurs  indiquées  de  n,  les  deux  relations 

(i)  ^A{d)G{â):^H{n) 

et 

(2)  J^A{d)P{^)=Q[n), 

où  le  signe 


porte  sur  tous  les  groupes  cf,  â  pour  lesquels  Ji  =  dâ. 

Il  y  aura  naturellement  une  certaine  relation  entre  les  quatre  fonc- 

44.. 
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tions 

G(«),  H(/0,  P(/0»  Q('0. 

C'est  cette  relation  que  fournit  notre  premier  théorème.  Il  consiste  en 
ce  que  les  relations  (i)  et  (2)  entraînent  celle-ci  : 

(3)  VQ(,/)(i(c?)  =  Vp(J)TI(c?). 

La   démonstration,  que  nous  suijprimons  pour  le  moment,   est  très- 
simple. 

Remarquons  en  j)ass;n)t  le  cas  particulier  où  l'on  aurait  loujoius 

A(r/)  =  .. 

Les  équations  (1)  et  (a)  se  réduiraient  alors  à 

'^G[â)=\\in) 
et 

ou,  ce  cpii  levient  au  même,  à 

^Gr/)  =  \\{n) 
et 

la  relation  (3)  subsisterait. 

2.  La  relation  (3)  est  le  résultat  d'une  sorte  d'élimination  entre 
les  relations  (f)  et  (2)  où  figure  la  fonction  A(«)  dont  la  relation  (3) 
ne  dépend  plus.  Dans  le  théorème  que  nous  allons  donner  mainte- 
nant, il  y  aura  deux  fonctions  éliminées  à  la  fois. 

Considérons  en  effet  six  fonctions  numériques 

A(//),   B(//),  G  n),  H(/0,   P{n),  Q(//), 
vérifiant  pour  toutes   les  valeurs  de  n  indiquées  plus  haut  les  deux 
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équations 

(4)  J,^{d)G{â)  =  '^B{H)\l{â) 

et 

(5)  2'M^)P(^)  =  2^('^)^^^°')- 

Admettons  de  plus  que  l'on  n'ait  pas  constamment 

A(«)=::0 

et 

B{n)  =  o. 

Je  dis  que  les  relations  (4)  et  (5)  entraîneront  celle-ci 

(6)  ^Q{d)G{â)  =  '^V{d)ll{â-U 

résultat  remarquable,  ce  me  semble,  mais  très-aisé  encore  à  établir. 

En  considérant  des  fonctions  numériques  particulières,  on  tire  de 
nos  deux  théorèmes  une  foule  de  conséquences  plus  ou  moins  cu- 
rieuses. 

5.  Désignons  actuellement  par 

D" 

un  diviseur  de  n  de  l'ordre  p.;  en  d'autres  termes,  soit  D  un  diviseur 
de  Ti  tel,  que  D*"  divise  aussi  n.  Puis  admettons  qu'entre  deux  fonc- 
tions numériques 

fin),  F(/2), 

on  ait,  pour  chacune  des  valeurs  dont  n  est  susceptible,  la  relation 

(7)  2:/(^)=FW' 

le  signe 
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portant  sur  toutes  les  valeurs  que  D  comporte  :  l'unité  est  toujours 
une  de  ces  valeurs. 

Par  l'équation  (7),  la  fonction  F  s'exprime  au  moyen  de  la  fonc- 
tion y  ;  mais  on  peut  aussi  s'en  servir  pour  exprimer  J  au  moyen 
de  F. 

IVcomposons  n  en  facteurs  premiers  sous  la  forme 

et  distinguons  les  nombres  premiers  rt,  />,  c,...,  dont  les  exposants 
a,  p,  7,...  sont  égaux  ou  supérieurs  à  p.,  des  autres,  tels  que  ^,  dont 
l'exposant  £  est  plus  petit  (jue  ju,.  La  valeur  de 


sera 


/(«) 


les  signes  sont  alternativement  +  et  —  ;  par 


on  désigne  la  somme 


(i    !>■   c' 


2F     4 


relative  aux  nombres   premiers  a,   h,   c,...,   mais  pas  aux   nombres 
premiers  g,  etc.;  la  somme 


se  rapporte  à  leurs  produits  deux  à  deux,  et  ainsi  de  suite. 
4.  Je  dis  qu'une  fonction  numérique 

est  décomposable  en  facteurs  quand  on  a 
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/?,  b,...,  g^,.-»  désignant,  comme  il  a  été  dit  ci-dessus,   les  facteurs 
premiers  distincts  de  «,  à  quoi  j'ajoute  la  condition 


<J;(0  =  r 


dont  j'ai  reconnu  l'utilité.  Les  fonctions  numériques  décomposables 
en  facteurs  ont  des  propriétés  spéciales,  et  il  est  avantageux  de  savoir 
reconnaître  si  une  fonction   dont    on    s'occupe  présente   ou    non  ce 


caractère  singulier. 


Or  on  peut  d'abord  prouver  que  si  l'une  des  deux  fonctions 

liées  entre  elles  par  l'équation  (7),  est  décomposable  en  facteurs,  l'autre 
fonction  l'est  également.  Dans  ce  cas  on  a 

f{a'^-)=Y[a-)-Y{a^-^), 


relativement  aux  nombres  premiers  «,  b,...  dont  les  exposants  a,  jS,. 
sont  au  moins  égaux  à  |7.,  et 


relativement  aux  autres.  Le  produit  fournit  la  valeur  de  f  [n). 

3.  Soient 

j\n),  F(/z),   '^[n) 

trois  fonctions  numériques  liées  entre  elles,  pour  toutes  les  valeurs 
que  n  peut  prendre  comme  on  l'a  expliqué  au  n**  1,  par  la  relation 

(8)  '^j\cl)^[à)  =  Y[n). 

Si  deux  de  ces  fonctions  sont  décomposables  en  facteurs,  la  troisième 
lésera  aussi.  Que,  par  exemple,  f  [n)  et  F  (/z)  soient  décomposables 
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en  facteurs;  alors  (];  («)  le  sera  également,  ce  qui  permettra  an  besoin 
(le  tirer  plus  facilement  de  l'équation  (8)  la  valeur  de  ^  («). 

Il  en  serait  de  même  si  au  lieu  de  la  relation  (8)  on  avait  celle-ci  : 

(9)  2;/(^oi^w=i;f(^). 

(>.  Considérons  enfin  quatre  fonctions  numériques 

/(«),  F(/2),  ^{n),  zs{n) 
entre  lesquelles  on  ait  la  relation 

(lo)  ^f{d)^{â)  =  2^{d)r.{â). 

Si  trois  de  ces   fonctions  jouissent  de  la  propriété  de  se  décomposer 
en  facteurs,  la  quatrième  aussi  sera  décomposable  en  facteurs. 

7.  Les  propositions  de  nature  diverse  que  je  viens  d'énoncer,  et 
quelques  autres  qui  les  complètent, abrègent  beaucoup  certains  calculs, 
et  doivent  (quoique  fort  simples)  être  regardées  comme  fondamentales 
dans  la  théorie  des  fonctions  numériques.  On  en  déduit  une  sorte  d'al- 
gorithme régulier  et  général  auquel  j'ai  fait  allusion  ailleurs  (cahier 
de  février  i858,  p.  66).  Je  les  ai  démontrées  et  développées,  il  y  a 
quelques  années  déjà,  dans  un  de  mes  cours  au  Collège  de  France, 
et  j'ai  cru  bon  de  disposer,  pour  en  dire  ici  deux  mots,  de  quelques 
pages  qui  restaient  libres.  Une  autre  fois  j'entrerai  dans  tous  les  détails 
que  le  sujet  exige  quand  on  veut  le  soumettre  à  l'examen  apj)rofondi 
qu'il  mérite.  Observons  seulement  que  nos  théorèmes  resteraient  vrais 
si  au  lieu  de  prendre  pour  valeurs  de  ri  les  nombres  premiers  à  un 
entier  donné  m,  on  admettait  tous  les  nombres  entiers  i,  2,  3,...  sans 
exception.  Cela  revient  à  supposer  m  =  i,  ce  qui  est  permis.  En  fai- 
sant m  =  2,  on  se  réduirait  aux  nombres  impairs. 


J 
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MÉMOIRE 

Sur  la  distribution  des  élasticités  autour  de  chaque  point  d'un 
solide  ou  d'un  milieu  de  contexture  quelconque ,  particulière- 
ment lorsqu'il  est  amorphe  sans  être  isotrope; 

Par  m.  de  SAINT- VENANT. 


Présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le  i6  mars  i863  [*]. 


DEUXIÈME   ARTICLE   [**]. 


§  III.  —  Surfaces  donnant  la  distribution  des  élasticités  autour 
d'uTi  même  point.  —  Maxima  et  minima.  —  Distribution  ellip- 
soïdale des  élasticités  directes.  —  Solides  ou  milieux  amorphes. 
—   Intégrahilité  des  équations. 

9.  Surface  du  quatrième  degré  dont  les  rayons  vecteurs  sont  les 
inverses  des  racines  quatrièmes  des  élasticités  directes.  —  Appliquons 
la  formule  générale  (33)  à  l'évaluation  du  coefficient  d'élasticité  di- 
recte dans  un  sens  x'  quelconque,  c'est-à-dire  du  coefficient  par 
lequel  il  faut  multiplier  la  dilatation  D^^  dans  ce  sens  pour  avoir  la 
composante  p^'x'-i  dans  le  même  sens,  de  la  pression  engendrée  sur 
l'unité  d'une  face  qui  lui  est  perpendiculaire. 


[*]  Comptes  rendus  des  séances,  t.  LVI,  p.  47^* 

[**]  Voir  août  et  septembre  i863,  t.  VIII  (2®  série),  p.  267. 

Tome  VIII  (2*  série).  —  Novembre  i863.  4^ 


(39: 


4o: 
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En  niellant  x'  pour  11,  s,  x',  y',  et 

(Ml  faisant  A^^'j.'^^.^.t  —  A,      f.^.^,  =  C^,       C^.^.,  =  C,.,       i\^,  =  C^,      *mi  a  : 
A  =  [i  a.,  c ,.  -h  ;i>.c,  -f-  ;u  c, .-]''     on 
A  =  a,,,.,,,c;  -f-  a,,,,  c;  -1-  a,,,,cj  -h 

H-  4fa^,,,.,  +  2a-.,^^.)c;c,.c^  +  4(-Vr~-a-  +  2 a^.,.^.,)c^ 0^0^.4-  4(««xr-^-  2.■^)^^.,■)c;c,c,-^- 
+  '\'^hyyz^'y^z^  h-^zzzr^'l^y-^  ^\^zzzx^l^a:+  ^^xxxz^l^z-^  4  ax.«;>  ^x  C>  +  4^,.»,,  C/c  ,. 

Si,  en  transportant  l'orit^inc  an  point  (or,  j*,  z),  l'on  porte  à  partir 
(le  ce  point,  snr  clia(]iie  droite  de  direction  x'  qni  y  passe  et  qni  fait, 
avec  les  axes,  des  angles  dont  c^^.,  c^,  c^  sont  les  cosinns,  nne  longuem- 

à' 

les  coordonnées  de  la  denxièine  extrémité  de  ce  rayon  vectenr  seront 

_  £x_  _   i2_  —    ^' 

d'où  l'on  dédnit,  en  mettant  .r  yA,  jy/A.,  z^/A.  ponr  les  trois  cosinns, 
l'équation  suivante  du  quatrième  degré  pour  la  surface  formée  par 
l'ensemble   de   ces  extrémités  : 

i  =  [(a^.x4-  a^.  J  -{-  a  ^z)- Y  =  {i^^.^.x-  -h  i\yy  x^  -h  ii^^z-  -{-  i:\y.^yz-\-  2a-^zjf+  2a,,,.r)')- 

symboliquement,  ou 
I  —  '^xxxx'^    ~^~    yyyy^  '^zzzz"    "■ 

-^  '2{i\yy^^-^  1-Ay^y^)f^  Z^  -\-  2(3^,.^.^,.  +  2  3^^.^^  )  z' JC' '  H"  2(a^.^^.^.  +  2a^.^,,.^.)  X-J-  + 

+  4(iiaarr  +  2a^^.^y)x2jz-i-  4(a^.^,^  -f-  2a.^.^^.,-)  j'^r^H-  4(a,,^^.  4-  2a^2^,,,)z^r;-  4- 

H-  4  '^yyyzj^^  +  ^i^zzzy  z""  J  +  4azzz:cZ'-3^  +  ^'^xxxz  ■^''^  +  4^x^X7  J^' J  +  4a».r>,,7'  a\ 

Cette  surface,  dont  le  centre  est  à  l'origine,  et  que  M.  Macquorn- 
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Raukine  a  «ippelée  iasinoniique  [raGiç,  tension)  [*],  a  été  considérée 
par  M.  Haiighton,  dès  1846  [**],  comme  pouvant  fournir  la  loi  de  l'élas- 
ticité, mais  sans  la  définir,  comme  nous  faisons  ici,  par  ce  que  repré- 
sentent ses  rayons  vecteurs. 

En  effet,  les  quinze  coefficients  monômes  ou  binômes  (qne  M.  Ran- 
kine  appelle  homotatiques)  de  son  équation  donnent,  les  uns  tels  qu'ils 
y  figurent,  les  aulres  divisés  par  6,  par  12  ou  par  4i  tous  ceux  des  for- 
mules (1)  des  composantes  de  pression  ou  tension,  quand  on  réduit 
ceux-ci  à  quinze  inégaux  ou  quand  on  admet  les  six  égalités  (8) 
a^^.^^  =  a,,-^,.,  a^^^.- =  a.^ -ry,  etc.,  conformément  à  la  loi  des  actions 
moléculaires  et  comme  faisait  M.  Haughton  dans  son  premier  Mémoire. 
On  peut  remarquer  aussi,  avec  le  savant  Irlandais,  qu'elle  se  déduit 
immédiatement  de  l'expression  (6)  du  potentiel  en  remplaçant 

2$,,  D.r,  ^y,  D.,  g^.^,  g.^,  g^^., 

par 

I,       jc^,     7'-,     z",     2rz,     2z.r,     ix)'-, 

d'où  résulte  bien,  comme  il  le  remarque,  que  lorsqu'on  rapporte  la 
surface  (4o),  et  en  même  temps  les  dilatations  et  glisssments,  à  de 
nouveaux  axes  rectangulaires  x\  j\  z' ,  comme 

X      —  \^X   C^._jp/      l      J     Cj-yf  -+-  *J   Cjç^'j 

et 

2   J  s     =      2    (  j:'   Cy:,'      -h      y    Cyy    +     Z'  Cy^)    (  X'  C -^'    +     j'  C  .y,     "^     Z'    Cj -) 

développés  donnent  identiquement  les  expressions  (26)  de  5^  et  deg^j 
en  7^^',  cty, . . .,  g^'^.,  quand  on  remplace  z»^.,  par  x'^,...,  g^^y  par  ix'r', 
les  coefficients  nouveaux  de  l'équation  de  la  surface  (4o)  seront 
encore  les  mêmes  que  les  coefficients  nouveaux  du  potentiel  (6).  xMais 
cela  résulte  également  de  notre  expression  (39)  de  a^.,^:^.^/  [***]. 

»  [*J  On  Axes  of  Elasticitj  and  crystalline  Forms  (  Transactions  ofthc  Royal  Society, 
London,  i855),  p.  268. 

[**]  On  Equilibrium  and  Motion  of  solid  and  fluid  Bodies  (  Transactions  of  Irish 
Acadcmy,  vol.  XXI),  p.   164. 

[***  j  S'il  faut  décrire  graphiquement  cette  surface  en  en  traçant  par  points  diverses 

45.. 


356  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

10.   Élasticités  directes  inaxima  et  iiiinima.  —  On  les  obtient  en 
égalant  à  zéro  la  (lilïérentielle  complète  de  l'expression  (Sq)  on  de 

A  =  a^v .  ay^'-,   a^.-.^^  riant  =  a^/a^-  ;  ot  a^.  rtant  =  a^.c^y  +  a^.c^j,'  -f-  a.c^^', 

par  rapport  aux  trois  cosinus,  ce  qui  donne 

4a^v.  ax'(a^.r/cv^,  4-  AydCy^^  4-  a.r/c..^')  =  o, 

et  égalant,  j)ar  suite,  aussi  à  zéro  ce  qui  affecte  deux  des  différentielles 
des  cosinus  quand  ou  a  éliminé  la  troisième  au  moyen  de 

Qxx'dCxjc'  -f-  Cy^dCyjc'  +  Czx'(lCzx'  =  O    résultant  de    c^;^'  +  <'/x'  +  ^Ix'  =  '  • 
On  trouve  ainsi 

,/    N  ajj/^.îva,        a,vi>j';»r         ay^'.a^'H, 

(4i)  = ■- = =  A  ; 

^         '  Oxx'  C^x*  C„' 

le  quatrième  membre  de  cette  égalité  multiple  résultant  de  ce  qu'on 
obtient  luie  fraction  égale  à  celles  des  trois  premiers  membres  en  pre- 
nant pour  luunérateur  la  somme  de  leiu's  numérateurs,  <;t  pour  déno- 
minateur la  somme  de  leurs  dénominateurs,  après  les  avoir  multipliées 
haut  et  bas  |)ar  Cj-f.,,  c^j.',  c-^^' l'^spectivement. 

Comme  les  polynômes  numérateurs  sont  du  troisième  degré  en  c^^,, 
^yx'i  Cj^f/,  les  trois  preiuiers  membres  donnent,  en  chassant  les  déno- 


cûupes,  on  le  fera  j)lus  facilement  au  moyen  de  l'expression  (  3g)  A  =  ai„i  Cx -f- •  •  • 
regardée  comme  son  équation   en   coordonnées  polaires,   en   remplaçant  le  premier 

membre  par  l'inverse  —  de  la  quatrième  puissance  du  rayon  vecteur  et  en  détermi- 
nant ce  rayon  r  j)oiir  différents  angles  [x',x),  (x',y),  {x',z)  en  degrés,  qu'en  se 
servant  de  l'équation  (4o)  en  coordonnées  rectangles.  La  surface  qui  aurait  pour 
rayons  vecteurs  les  coefficients  d'élasticité  directe  a^i x' l' z' ^=^  h.  eux-mêmes  serait  tout 

aussi  facile  à  tracer  j  mais  elle  est  du  dixième  degré,  car,  en  faisant  Ci=  — •)    c^  =  ^  5 

A  A 

z  , 1 

(■;  =  —  et  A=vx'+j2  +  z'  dans  l'équation  ( 39),  on  a  (.r-+ j^+ z') '  =  le  se- 
cond membre  a„„a:^  +  etc.  de  l'équation  (4o]. 
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minateurs,  deux  équations  du  qualrième  degré  en 


Cri'  Clï' 


propres  à  fournir,  après  élimination,  seize  valeurs  réelles  ou  imagi- 
naires de  ces  deux  rapports,  qui  déterminent  les  directions  .r'. 

D'où,  généralement,  seize  maxima  ou  minima  de  l'élasticité  directe  A 

ou  o.j.iji.'^>j.i^ 

Ou  seize  diamètres  coupant  normalement  la  surface  [i\o). 

Toute  dilatation  H^j.,  dans  la  direction  d'un  de  ces  diamètres  n'en- 
gendre, sur  un  plan  qui  lui  est  perpendiculaire,  qu'une  pression  nor- 
male à  ce  plan,  comme  l'a  remarqué  le  premier  M.  Rankine;  car  on  a 
pour  la  composante  tangentielle  sur  ce  même  plan,  dans  le  sens  j\ 

Px'r'  =  ^x'.r'.r'x''- x'  =  '^x'x'x'y'^x'  =  3a.'x' •  «^x'C '^or^jr/ +  '<^j^\ry^  '*z^zy')i 

on,  d'après  (40» 

Pxy  =  A  c^^'C^^,,  +  A  Cy-,>  Cjy  -f-  A  c^j.,c^y,  =  o_, 

en  soite  que  toute  pression  tangentielle  sur  de  pareils  plans  est  nulle. 

Nos  mêmes  notations  symboliques  nous  serviront  à  démontrer  au 
§  IV,  avec  une  égale  facilité,  une  autre  propriété  remarquable  de  ce<^ 
plans,  relative  à  la  direction  des  petits  mouvements  vibratoires. 

11.  Autre  surface.  —  On  ne  peut  pas  en  construire  une  qui  donne 
de  la  même  manière  la  loi  de  variation  d'un  des  autres  coefficients, 
tels  que  a^^^v,  ^ix'x'yz'-,  elc.,  car  ils  dépendent  de  deux  ou  de  trois  di- 
rections x'  ^  y  y  z'  et  non  d'une  seule  comme  f^^'x'x'x'' 

Maison  peut  construire  la  surface  qui  donne,  encore  par  ses  rayons 
vecteurs,  ou  plutôt  par  les  inverses  de  leurs  racines  carrées,  les  valeurs 
de  la  somme 

\L\1)  '^x'x'x'x'  "I     ^x'x'/y  "•"  '^x'x'z'z'  —  ^x' 

de  Vélasdcité  directe  a^vxV  dans  le  sens  x',  et  des  deux  élasticités 

LATÉRALES 

^x'x'.r'/'7       "-x'x'z'z' 
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(luOn  a  lorsque  l'on  considère  ce  sens  vl.  deux  des  sens  qui   lui  sont 
perpendiculiiires.  Celle  somme,  en  effet,  peut  s'écrire 

Sy  =  ;».,'.,..(a.,v  +  a,,,,  4-  a,',.). 
Or  la  parenthèse  a  pour  valeur  symbolique,  d'après  la  formule  (33) 

Développant,  et  réduisant  eu  égard  aux  relations  entre  les  cosinus,  on 
trouve  que 

(43)  iiy.r'  -+-  ;«vy  -H  :».';'  —  a^^  +  a^.^.  H-  a^.. 
Donc,  en  écrivant 

Cj.,      C^.,      C;      pour      c^^..,      C^.j./,      Czx'      (<!"'  S""*^  restés  seuls), 

on  a 

(44)  Sy  =  (a^.c^  -+-  a^Cy  +  a,c^)^  (a^.^  -+-  a^.^  -f-  a,^). 

Tirons,  à  partir  du  point  (jc,  /,  z),  en  y  transportant  l'origine,  des 
rayons  vecteurs  de  longueurs  égales  aux  valeurs  de 

I 

relatives  à  leurs  diverses  directions  oc',  et  faisons,  dans  l'équation  (44)» 

c^  =  a:  \/S^',     Cy  =  jV^;^',     c^  =  zyJS^r, 

nous  avons,  pour  l'équation  du  lieu  des  extrémités  de  ces  rayons, 

'  =  (a^x  +  a/r  +  a^z)-(ax-^  +  ^r/ +  ^^^Y^ 
ou 

l  —  \"^xxxx    '     "xxyx  "i     ^xxzz)  "-*-     '<     ["xxyy     <     "yyyy    '     "yyzz  i  J      ~'~ 
1  I  r\   ]  y^zzxx  ~T~  ^yyzz  ~r~  a^zzz  )    "       "t~ 

>"  2  V  ^xxyz  "1     "7//Z    '     a 22^2  j  jZ  -f-  2  ^^  ^xxzx  "t"  "j-jz^r  H"  a^^zx  )  *•-'-  ~i 

"•      V  aj;_3;.jyf  -T~  "yyxy  ~r"  "^^^yj  '~/  1 
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représentant  un  ellipsoïde  qui  a  été  considéré  en  1846  par  M.  Uaugh- 
ton,  et  que  M.  Rankine  a  appelé  orthotatique. 

Comme,  en  le  rapportant  à  ses  trois  axes  principaux,  les  trois  der- 
niers termes  de  son  équation  manqueront,  il  se  trouve  démontré  qu'en 
tout  point  d'un  corps  il  existe  trois  directions  rectangulaires  jr,,  /,,  z^ 
pour  lesquelles  on  a 

d'où  résulte,  observe  M.  Haugthon  (p.  i63)  qu'on  peut  toujours,  par 
un  choix  convenable  d'axes  coordonnés  rectangulaires,  diminuer  de 
trois  le  nombre  des  coefficients  dont  dépendent  les  propriétés  élasti- 
ques d'un  corps  dans  le  cas  le  plus  général  de  contexture,  c'est-à-dire 
les  réduire  à  18  si  l'on  en  admet  21,  ou  à  12  si  ion  n'en  admet  que 
i5  inégaux  (n°  2). 

M.  Rankine  en  conclut  aussi  qu'en  tout  point  d'un  corps  il  existe  tou- 
jours trois  plans  rectangulaires  sur  lesquels  il  n'y  a  que  des  pressions 
normales,  sans  composante  tangentielle,  engendrées  par  une  dilatation 


supposée  égale  dans  les  trois  sens  a,,  y^^^  r,  normaux  à  ces  plans 
(et  par  conséquent  aussi  égale  en  tons  sens  s'il  n'y  a  pas  de  glis- 
sements gj,2,,  gz.o:,)  g:rj-,i  <^'^^  alors  pour  tout  sens  x  la  dilatation  est 
^^  =  ^  .c^^-f- ;)  .c^^  +  ^.C2^^=  D).  En  effet,  toute  composante  tangen- 
tielle due  à  cette  dilatation  D 

est  nulle,  ainsi  que /;^^^_,  p^^^^^sï  les  directions  x,,  ^,,  z,  sont  choi- 
sies de  manière  à  satisfaire  aux  équatiofis  (46)  [*j. 


[*]  M.  Rankine  appelle  orthotatiques  les  trois  directions  r, ,  j,,  z,  ainsi  définies,  et 
orthotatiquement  isotrope  un  corps  élastique  dans  lequel,  pour  toutes  les  directions  rec- 
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12.  Cas  de  trois  plans  de  sfinétrie  de  contcxturc.—  Revenons  à  la 
surface  du  quatrième  degré  (l\o)  et  à  l'expression  (Sg)  de  l'élasticité 
directe. 


tangulaires  j:i,Ji,  -i  possibles,  les  trois  équations  (46)  seraient  satisfaites.  Alors  l'el- 
lipsoide  (45)  se  réduit  ;\  une  sphère,  ou  la  somme  (42)  S^-/  est  égale  en  tout  sens;  car 
l'équation  (46),  o  =  aj'j'/,'  +  ay//,f -+- a,',y,' =  (ax'x/  +  ayy  +  a,/,')ay,/  pour 
tous  les  systèmes  x' ,  y',  z',  revient,  vu  Tégalité  (43)  et  la  formule  (33),  à 

o  =  (  a^x  -h  -V  "^  •*" )-i^^  ^V  +  'V  <>.>•'  +  ^-  ^-y  )  ( ^^  *^"'  +  'V  9rs'  +  '^'  '■»'  ) ■ 

Effectuant  la  multiplication  des  deux  derniers  facteurs,  multipliant  ensuite  par  le 
premier  et  effarant  comme  nuls  les  trinômes  de  la  forme  (46),  puis  désignant  ana- 
logiquement par  Sx,  S,,  S;  les  trois  premiers  coefficients  trinômes  de  l'équation  (4^), 
il  reste 

o  =  Cj.^  L-fj  Sx  +  ly/  C^i'  S,  +  C.y  C.,i  S;  =  (  S^  —  Sx)  ^yy  Cy:>  -+-  (  S,  —  Sx)  C,y  Cjj/. 

Or  cette  équation  no  peut  être  satisfaite  quels  que  soient  c^y  et  Cjj»,  que  par 

bx  ^^^^  ^jr  =  Oj  } 

par  conséquent  l'équation  (qS)  de  la  surface  se  réduit  à  1  =  (j:^  +  j^H- z')  S,  ;  et 
S^  est  égal  en  tout  sens. 

MaisïM.  Rankinc  observe  très-bien  qu'en  remplissant  toutes  ces  conditions  le  corps 
n'est  pas  pour  cela  isotrope  complélcment  [pantatically]  ou  dans  le  sens  que  nous  at- 
tachons à  ce  mot  avec  Cauchy. 

Il  construit  aussi  une  surface  qu'il  appelle  hêtcrotatiquc^  donnant  les  valeurs  de  la 
différence 

'àyfji  j'  -'  —  a*/  ''y  2*  —  tJ 

qu'il  croit  pouvoir  exister  entre  une  élasticité  latérale 

•Jiyy  .1  fi 
et  l'ÉLASTICITÉ  TANGENTIELLE  OU  DE   RIGIDITÉ 

de  mêmes  indices.  On  a  pour  cette  différence,  s'il  y  en  a  une, 

D  =  (ax  Cx/  H-  aj. Cj.y  -+-  aj  c^yY  (a,  c^i'  •+-  a^ c-^z'  -+-  a, Ci^iY  — 
—  [(  ai  fxy  4-  àj.  c^y-hSi  c^y  )  (  ax  Cxj'  -h  a^  c^ j^  -+-  a,  c„/  )]^ 

Si  l'on  développe,  il  y  a  évidemment  disparition  des  termes  eu  a^xn»  •  •  ■  ,  s^xxz/,  <?i 
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Si  la  contexture  du  corps  est  mécaniquement  symétrique  par  rap- 
port au  plan  yz^  c'est-à-dire  si  tous  les  coefficients  d'élasticité  restent 


autres  où  tout  intervertissement  des  sous-lettres  est  permis  dans  toute  hypothèse  (n"2j; 
et  si  l'on  a  égard  aux  relations  connues 

on  obtient 

~^  2  (  aj.j.^j  —  a;x  xy  )  c^.j/  Cix'  +  2  (  a^j  ^  — -  a  j^^;  j  c^x'  c^x'  "+"  ^  (  a„_^:  —  a_j.;  jj  )  c^,'  c^j/ 

qui  donne  un  ellipsoïde  pour  cette  surface  dont  les  rayons  vecteurs  dans  les  diverses 

directions  x'  ont  des  longueurs  — 3=> 

V/D 

Mais  on  a  en  tout  sens  D  =  o,  et  cette  surface  n'existe  pas,  pour  ceux  qui  ne 
se  refusent  pas  à  admettre  les  six  égalités  complémentaires  (8),  ou  qui  attribuent  aux 
divers  coefficients  les  valeurs  résultant  du  calcul  des  actions  moléculaires. 

M.  Rankine  étudie  aussi,  sous  le  nom  de  métatatiques,  les  directions  rectangulaires 
jKi,  z,  telles  qu'on  ait 

li  en  existe,  sur  tout  plan,  deux  paires  dont  chacune  coupe  l'autre  à  45  degrés;  car  si 
y' ,  z'  sont  deux  directions  rectangulaires  tracées  sur  ce  plan,  comme  on  a 

a^,  =  a/cos(j',  j,)4-a..sin(/',  j,),     3^,=  — a/sin  [y',  y,)  +  a^r  cos(j',  j,), 

l'on  trouve  facilement 

(4?)     «/■/./>.•.— a^.--.--ir.  =  7  (4^/'^'/^'  +  2ryy,r,'  —  ayyyy  —  a,. ,/,.,/)  sin4(j',7,)  4- 

H-  (a/y/y  —  &-jz'-Jx')  cos4  (jS  Ji)  ; 

d'où,  si  le  premier  membre  est  posé  nul,  on  tire  pour  l'angle  {y'-,y\)  huit  valeurs 

différant  consécutivement  de  y 

4 
Il  nomme  axes  métatatiques /»Wrtc//j««.r  ceux  dont  les  directions  x' ,  y\  z'  sont  telles 

qu'on  ait  à  la  fois 

a///z'  =  a^'i'sy ,     a-i'i'z'x'  =  <^x'x'x'z'f     ^x'x'x'y  =  ^yy/x'- 

Comme  on  peut  remplir  cette  condition  en  tout  point  d'un  corps,  il  y  existe,  par  cela 

seul,  six  autres  pareils  axes  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  ce  qui  fait  neuf  en  tout. 

Tome  VIII  (a«  série).  — Novembre  i863.  4^ 
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les  mêmes  quand  on  preiul  x'  tlireclement  opposé  à  .r,  on  laissaiil  j 

et  z  dans  leurs  direclions,  comme  on  a,  alors, 

r     ,  —  I        e    '  =  I .      C--'  =  I       et  tous  les  autres  cosinus  mils. 

d'où 

a.,'  =   —  ^.v)       ''j'  ^^  '•^yi       'h'  =^  «^z» 
les  coefficients  a,.^.;.t.,    aj,yz»    î^rza-j  ?    ^jrrj:»    ^zzzx-,    ^a:jL:vz^    ^xxxyi    «'r/rx)    ^l^" 

ont  jo  comme  sous-lettre  une  ou  trois  fois,  doivent  être  nuls  d'après 
la  formule  (33). 

S'il  y  a  aussi  symétrie  par  rapport  au  plan  zx,  a^.,,^,  aj^.^.,,  a,^,^, 
a...,  doivent  également  s'annuler,  en  sorte  que  les  douze  coefficients  des 
deux  dernières  lignes  de  l'expression  (Sg)  ou  de  l'équation  (4o)  (coef- 
ficients que  M.  Rankine  appelle  de  tension  oblique,  ou  élaslicités  asy- 
métriques) disparaissent,  et  alors  la  symétrie  existe  aussi  par  rapport 
au  troisième  plan  coordonné. 

Faisons  donc,  poiu'  abréger, 

l  '^x'x'jc'x'  -—  '^> 

(48)  j  '^\vxxx  =  -^1     iVv.v.r,  =  b,     a,,,^  =  c, 

'  ^yzyz  ^  ^'>      '^^zxzx  ^^  ^i      ^xyxy  ^^  M     '^yyzz  ^—^  ^'  >       '^^zzxx  ^— ^  ^  >      '^xxyy  ^-  ^    5 

les  équations  (39)  et  (/jo)  se  réduisent  à 

(49)  A=  ac^J  -h  hc^.  -h  ce*  +  2(2  d  -+-  d')c^-  c;  +  2(2e  H-e')c;cj  +  2(2f4-  f')t';cy , 

(50)  I  =  a.r*-t-bjr*-f-C£*  +  2f2d  +  d')_|--s^+  2 (2e-f-e') z'^r'"' 4-  2(2 f+f'):t'-j--. 


Enfin  il  appelle  métatatiquement  isotrope  un  solide  où  les  lij^nes  de  toutes  les  direc- 
tions jouissent  de  cette  propriété-là,  ce  qui  entraîne  aussi,  pour  toutes  les  directions 
rectangulaires  possibles  7',  z' ,  la  nullité  de  ce  qu'il  appelle  la  différence  métatalique 
[la  première  parenthèse  du  second  membre  de  (47  )]  5  ou  ce  qui  entraîne  la  relation 

^47  bis)  ayy ,',/  +  2«y,y,.  =  ^ 

Mais  (de  même  qu'on  vient  de  voir  pour  les  directions  orthotatiques)  ce  corps  est 
loin  d'être  isotrope  complètement  on  pantntiquemcnt,  comme  dit  le  même  savant,  au- 
quel on  doit  un  grand  nombre  d'autres  remarques,  dont  celles  qui  se  rapportent  à  des 
coordonnées  et  contraordonnées  obliques  ne  sont  pas  les  moins  curieuses,  et  sont  e.Tti- 
ployées  ingénieusement  par  lui  à  l'explication  des  diverses  formes  de  cristaux. 
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Les  équations  (4i)  propres  à  fournir  les  direclions  et  les  gr^indeurs 
des  demi-diamétres  normaux  à  la  surface  (5o),  on  les  maxima  et  minima 
de  la  valeur  (49)  de  A,  sont 

(5i)     !  ^'  ~ 

I  __  [(2e  +  e^)c.;  +  (2d-t-d^)cj.4-cc:^]c,  _ 

Elles  donnent  pour  les  cosinus  ou  leurs  rapports,  et  pour  A,  les 
treize  systèmes  suivants  de  valeurs 

,   Cy  r=  o,      c^  =  o,      cj  —  I  ,     A  =  a, 

(52)|c.  =  0,     c^.=  o,     c/=:i,     A  =  b, 

(  C;,  =  o,     c^.  =  o,     c|  =  I ,     A  =  c  ; 

[  _  C^ ^        /b  — (2d^d')  _        bc  — (2d+d^j^ 

^C^-—  O,  \/c_(,d+d')'      ^   —   b-+-C-2(2d+d'j' 

(53)  ; 

^       •    j  c,.  =  O,    avec  des  valeurs  analogues  de     Cj-iC^  et  de  A, 
Cz  =  O,    avec  des  valeurs  analogues  de     c..  ;c^  el  de   A; 

Enfin,  ce  qui  résulte  des  trois  parenthèses  carrées  de  (5i)  égalées  entre  elles,  savoir: 


c  --4-4/      ^^         c  --^i/—3:—.  c--^i/—Jl^— 

,5^  Ki  N,=  (b-î2f-f')(c-2e-e')4-(2f-t-f-2d-d')(2d  +  d'-2e-e'), 
J  N^^(c-2d-d')(a-9.f-f  )+(-2d+d'-2e-e')(2e+e'-2f-f), 
[      N,  =  (a-2e-e')(b-2d-d')4-(2e  +  e'-2f-f')(2f +  f'-2d-d'), 

i  _  abc  — a(2d  +  d^)'— b(2e  +  e^)-— c(2f+n'+2(2dH-d^)(2e-4-e^)(2f-f-r) 

\^^^~  N.-t-^V  +  N, 

Les  trois  systèmes  (52)  donnent  pour  maxima  et  minima  les  élasti- 
cités suivant  les  directions  des  axes  œ^  j",  z. 

Les  systèmes  (53)  donnent  six  autres  maxima  ou  minima,  suivant 
des  directions  de  lignes  tracées  deux  à  deux  et  symétriquement  dans 
les  six  paires  d'angles  plans  des  axes  ^  et  z,  z  et  .r,  x  et/. 

46.- 
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Enfin  les  systèmes  (54)  tlonnent  quatre  maxima  ou  niiiiinia,  tous 
éiïaux  en  grandeur,  et  dirigés  syniélriquenient  dans  l'inlérieur  des 
quatre  paires  d'angles  trièdres  opposés  formés  par  les  trois  plans  coor- 
donnés. 

Les  trois  solutions  (52)  A  =  Hxxxxj  ^yyyy^  ^^zzzz  existent  toujours. 

Les  six  solutions  (53)  dirigées  dans  les  angles  plans  jr,  zjc,  jc'y 
n  existent  point,  vu  l'imaginarité  des  ra|>porls  des  cosinus,  lorsque 

1  2il  +  d'   est  compris  entre   b  et  c, 

(55)  2  e  H-  e'  est  compris  entre  c  et  a, 

'   2  f -I-  f    est  compris  entre   a  et  b; 

et  elles  se  confondent  avec  une  ou  plusieurs  des  solulions  (Sa)  a,  b,  c, 
({uand  un  ou  deux  des  binômes  (55)  atteignent  une  de  leurs  limites 
a,b,  c.  Ce  sont  les  conditions ,  probablement  toujours  remplies  dans  la 
uatiu'e,  pour  que  les  élasticités  directes  A  =  ^x'x'x'x'  varient  graduel- 
lement dans  les  Irois  plans  principaux,  c'est-à-diie  ne  croissent  pas 
d'abord  pour  décroître  ensuite,  ou  réciproquement,  en  allant  de  l'une 
à  l'autre  de  lems  valeurs  principales  b  et  c,  c  et  a,  a  et  b. 

Alors,  pour  que  les  maxima  et  minima  (54),  de  l'intérieur  des  angles 
trièdres,  n'existent  pas  non  plus,  il  faut,  ou  qu'une  ou  plusieurs  des 
quantités  Nj,,  N^,  N^  s'annulent,  car  alors  ces  maxima  ou  minima  se 
confondent  avec  a  on  b  ou  c;  ou  qu'une  des  trois  mêmes  quantités 
Nf,  Ny,  N.  ait  un  signe  différent  de  ceux  des  deux  autres,  en  sorte 

c  /N~      c  /n" 

qu'un  au  moins  des  deux  rapports  -^=i/-^,  -^=i/-^  soit  imagi- 
naire. C'est  bien  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  si,  les  conditions  (55)  étant 
remplies,  et  les  coefficients  a,  b,  c  étant  saj)posés  rangés  par  ordre 
de  grandeur  en  sorte  que 

a  >  b  >  c, 

2  e  H-  e'  est  ou  plus  petit  que  ià  -{-  à'  ou  plus  grand  que  af  +  f,  car 
il  résulte  de  a  >  ^f  +  f  >  b  >  2d  +  d' >  c  et  de  a>2e  +  e'>c 
que  N^.  a  ses  deux  termes  positifs  quand  2e  -f-  e'<  ià  +  d,  et  N^ 
les  a  quand  2 en-  e'>2f-f-  f,  tandis  que,  dans  l'un  comme  dans 
l'autre  cas,  N^  a  ses  deux  termes  négatifs. 
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Mais  une  pareille  relation  de  grandeur,  qui  ferait  tomber  2e -^  e' 
hors  de  l'intervalle  de  2d+  d'  à  2Î -h  P,  est  bizarre  et  ne  saurait  guère 
être  non  plus  dans  la  nature,  car  lorsque,  les  conditions  (r)5)  étant 
remplies,  l'on  a  a>b>c,  on  a  probablement  aussi 

ad  +  d'<2e  4- e'<  r+ f. 

Or  on  peut  très-bien  encore,  avec  cette  dernière  relation,  avoir  N^, 
Nj,,  N^  de  signes  non  semblables ^  mais  les  conditions  de  cette  diffé- 
rence de  signe  entre  l'une  et  les  deux  autres  de  ces  trois  quantités 
ne  peuvent  pas  être  exprimées  d'une  manière  générale;  et  il  faudra, 
dans  chaque  cas,  s'assurer  numériquement  qu'elles  sont  remplies,  si 
l'on  veut  être  certain  que  les  nombres  adoptés  pom^  les  six  coefficients 
a,  b,  c,  d  =  d',  e  =  e',  f=f',  que  l'expérience  ne  pourra  que  rare- 
ment fournir  tous,  donnent  aux  élasticités  une  loi  simple  et  naturelle 
de  variation  dans  les  divers  sens. 

15.  Distribution  ellipsoïdale  des  élasticités.  —  Si  l'on  fait,  dans  les 
formules  du  numéro  précédent, 

(56)       soit2d-{-d'  = '■■>   2e  +  e'= --,   af-i-f 
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(37)        soit  2d  4- d'=  \/bc,     2e+e:=v'ca,     2f -H  f  =  \/ab, 

ce  qui  remplit  bien  les  conditions  (55),  les  valeurs  (54)  de  N^,  N^.,  N^ 
sont  nulles,  et  les  solutions  (54),  donnant  des  maxima  et  minima  dans 
les  angles  trièdres,  rentrent  dans  les  solutions  (5^)  donnant  celles  qui 
sont  dirigées  suivant  les  côtés  x,  j ,  z  de  ces  angles,  en  sorte  que 
celles-ci,  c'est-à-dire 

a,     b,     c, 

donnent  alors  les  seuls  maxima  et  minima  absolus  ou  relatifs  de  l'élas- 
ticité directe  A  ou  a^y^-v 

Quand  on  a  les  moyennes  arithmétiques,  ou  les  relations  (56),  la 
valeur  (49)  de  l'élasticité  directe  dans  un  sens  quelconque  (c^,.,  c,.,  c.) 
se  réduit,  vu  cj  -h  cf.  +  c|  =  i ,  cà 

A  =  ac.f  +  bc^  +  cc|, 
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etréquatioii  (5o)  de  la  surface,  à 

I  —  (.r-  -\-y-  -h  z-)ii\x-  -h  bj"'*  -h  CZ-). 

CeUe  surface  dont  les  rayons  vecteurs  sont  les  inverses  7-=  des  racines 

VA 

quatrièmes  des  élasticités,  est  toujours  du  quatrième  degré;  mais  on 
voit  qu'il  y  en  a  une  autre,  dont  les  rayons  vecteurs  sont  les  inverses 
—  des  simples  racines  carrées  ;  c'est  rellipsoïde 

(58)  I  =i\Jc-''  -h  hf'-h  cz\ 

Quand  on  a  les  n)oyennes  géométriques,  ou  les  relations  (57J,  les 
seconds  membres  de  (49)  et  de  (5o)  deviennent  des  carrés  parfaits, 
non  plus  symboliquement  mais  réellement,  et  ces  deux  équations  se 
réduisent,   en  extrayant  les  racines,  à 

(59)  n/â  =r.  c:  va  -4-  c;  V b  -+-  c| v/c, 

(60)  »  =  x\n  -h  j" \/b  +  z^  v/c- 

La  surface  dont  les  rayons  vecteurs  sont  les  —^  se  réduit  à  un  ellipsoïde. 

yA 

Un  pareil  mode  de  distribution  des  élasticités  exige,  dans  le  solide, 
l'existence  des  trois  plans  de  symétrie  de  contexture,  rectangulaires 
entre  eux,  que  nous  avons  supposés  au  numéro  précédent;  car  connue, 
en  prenant  pour  axes  coordonnés  x,  j,  z  les  axes  de  figure  d'un  ellip- 
soïde, il  n'y  a  dans  son  équation  que  les  termes  en  a:*,  j^,  2^,  l'équa- 
tion du  quatrième  degré  (4o)  n'aura,  pour  les  mêmes  axes,  que  les 
termes  en  x\  j\  z\  J'z^,  z^.t^,  ^^J^-,  en  sorte  que  les  six  coeffi- 
cients a^yy^,  a„^^,  .  .  ,  Hyyy^  dc  la  dernière  ligne  de  cette  équation  (4o) 
seront  nuls  pour  ces  axes,  ainsi  que  les  trois  sommes  telles  que 
^xxrz  ■+-  "^^zx.cy  f^e  l'avant-dernière  ligne,  ce  qui  entraîne  aussi  la  nullité 
des  six  coefficients  qui  composent  ces  sommes,  si  Ton  admet  que  a^xyz 
et  ïizxxy  sont  ou  égaux  ou  seulement  de  même  signe,  et  ainsi  des  deux 
autres  couples.  Or  cette  nullité  des  douze  élasticités  asymétriques 
caractérise  (numéro  précédent)  l'existence  des  trois  plans  de  symétrie. 

Observons  que  l'expression  (49)  ^xVxV  =  ac*^/ +  ...  met  en  lumière 
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la  condition  connue  pour  que  la  contexture  soit  égale  en  tout  sens 
autoiu'  d'un  axe,  celui  des  x  par  exemple,  car  cette  égalité  exige  non- 
seulement  b  =  c,  e  =  f ,  e'=:P,  mais  encore  ayj.'j,v  =  ^^  =  c  pour 
toutes  directions  de  x'  perpendiculaires  à  x^  ou  que  l'on  ait 

b=b(c;,.,+c,V)  +  ^(2d  +  d')c;,,c|,,=b(r-2c;,.c,V)  +  (2cl  +  d';.2c;,,c,V 

pour  toute  valeur  de  c^^,  ;  d'où  l'on  tire  cette  condition 

(61)  b  =  c  =  ad  4-  d'. 
Et  l'isotropie  exige 

(62)  a  =  br=:c  — 2d+d'=  2e  +  e'  =  2f'+f' ;   d=ie=t',  d'r=e'=:f'. 

14.  Forme  intégrable  que  prennent  les  équatloîis  d'équilibre  quand 
les  élasticités  directes  se  distribuent  ellipsoïdalement  par  moyennes 
^géométriques .  —  Supposons  remplies  les  deuxièmes  conditions  du  n°13, 
c'est-à-dire  supposons  qu'on  ait  (Sy)  ad  +  d'^v/bc,  etc.;  et,  vu  la 
controverse  (n°2)  au  sujet  des  égalités  d  =  d',  e  =  e',  f  =  f  que 
démontre  le  calcul  des  actions  moléculaires,  laissons  inégaux  ces 
coefficients,  mais  en  supposant  entre  eux  un  rapport  constant  pour 
une  même  matière;  ou  posons 

(63)  -  =  -  =  -  =  ,. 

Alors,  si  nous  faisons,  pour  abréger, 

a               q            b             . .,             c  , 
=  «-,      .=-b-,     =  <^  % 

les  neuf  coefficients  auront  les  expressions  suivantes  : 

a  =  (24-/)rt%      b  =  (2  +  i}Z>-,      G-={p.  -\- ï)c\ 


(64; 


f  d  =  bc^     e  =  C'A,     f  =  ab^     d' =  ibc^     e'  =  ica^     f  :=:  iab. 


Les  composantes  de  pression,  pour  de  petits  déplacements  Uy  v^  tv,  et 
pour  le  cas  ordinaire  où  il  n'y  a  pas  lieu  de  tenir  compte  des  pressions 
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anlcricMiivs  aux  déplacements,  peuvent  être  écrites 

[^     du  .  (h         .    r/ii-  1  /  (h'         f/iv\ 


C 

\ 


I  r         "''<  ./    ^^''  ,  .^       ''"'    1  >     /    '^/"  •'''•'    \    r*, 

\  '  I     «■/.r         'ly  '''"A  \  'h       '/•^/ 

Substituant  dans  les  équations  générales  indéfinies  d'équilibre  d'un 
élément  parallélipipède  (i8), 

dfh.  dpr,  (Ipzj.  _  <lj>sr     .  _  ,^        flp^--    .  _  ^ 

— ! -, 1 7  -  —  O,       —j~-   +  •  •  •  —  O,       — h  •  ■  •  —  O, 

(Ix  ily  (Iz  <lx  (Ix 

nous  avons 

r    (1^11         ,  d^u  dUi        ,  (Il     du         ,  dv  dw\~\ 

(66)    \l>Y„-+b  ^-^c--  +  (,+,);^  (";^  +  ''-^-^'^ji  =  "' 

r    r/'(i'         ,  ^/'d'  d'u'         ,  d    1     du         ,  dv  dvi>\A 

V'-d^-^^^-^'-d^-^^'-^'^d\"Tx^'Ty^'^7û)\  =  '' 
Or  si  nous  faisons 

,  ^     .  tlu  ,  dv  div         y, 

(67)  ",-7,  +  *^^  +  ''sr  =  '^ 

(qui,  lorsqu'on  a  a=:b  =z  c,  n'est  autre  chose  que  la  dilatation  cubique 
multipliée  par  a),  et  si  nous  ajoutons  ces  équations  (66)  différentiées 
respectivement  par  rapport  à  x,  à^,  à  z,  nous  obtenons  simplement 

[*]  Il  est  facile  de  voir  que  ces  valeurs  donnent  un  potentiel  (6)  ou  (7)  de  la  forme 

,j^,  _        !  +  /'        /££5  +  ^  -1-  ^V  H-  ^A  —PïxP-'  _^  pL—P=zPx.        Ply—P.xpyr 
1  [1  -\-Zi)\  a  b  c  j  abc  ica  icib         ' 

expression  identique  avec  la  moitié  de  celle  de  M.  Clapeyron  \'f  leçon  de  M.  Lamé, 
expression  (4)]  lorsqu'on  fait  a^  =z  b^=z  c'  =  p.  Le  potentiel  mécanique  intérieur,  ou 
le  travail  de  déformation  qu'il  considère,  s'exprime  donc  aussi  simplement  quand  la 
distribution  est  ellipsoïdale  que  quand  elle  est  sphérique  ou  isotrope. 
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équation  intégrable  sous  forme  finie.  En  effet, 

y  désignant  une  fonction  arbitraire, 
a,  ê,  Y  des  variables  auxiliaires, 

cette  équation  (68)  est  satisfaite  par 

g_       r    C    r  f{a,^,-i)da.d?>d-i 


(69) 


\y—?>Y        i^  —  lY 
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puisqu'il  en  résulte 

dH 


dx" 


=  ////(«,  ê,7)^a./ê^7 


o^ff^ 


,/2  û  /f-Q 

—  et  --JY  =  des  expressions  semblables  en  ^  et  f  r  —  ^y-  ou  c  et  (2  —  -/ 


dy-        dz^ 


au  lieu  de  a  et  de  [x  —  a)^. 


D'autres  équations,  aussi  facilement  intégrables,  peuvent  être  obte- 
nues dans  ce  cas,  comme  dans  celui  d'isotropie;  car  comme  on  a  iden- 
tiquement 


d'^ii  d'^ii         f/9  d    I  du        di\>\  d   I dv         dit 


d-ii  ..   „  „  „ 

dx"^  dj-  dz 


d.r  dz   \  dz         dx 


dy  \dx         dy 

d'v  d^v  d'v  f/9    _         d    (  dv         du\  d    f dw  dv\ 

dx^  dy''-  dz"-  dy  dx  \dx        dy  J  dz    \dy  dz  J 


c/^H'  d-a>  r/'(V'         r/Ô  d    i  dw         dv 

dx"^  dy'^  dz^  dz  dy  \dy         dz 


d    /  du         dw 
dx  \  dz         dx 


si  l'on  représente  pai 


^x  1        •>•  J 


les  trois  rotations  moyennes  autour  des  axes  des  .r,  desj',  des  z,  que 
les  déplacements  impriment  au  corps  autour  du  point  {jc^j-,  z),  c'est- 

Tome  VIII  (2*  série).  —  Novembre  i863. 
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à-dire  si  l'on  fait 

,        ,         I  /r/ic  ^/.'\  I    [du  d(\-\  I    { d'  du\  r^; 

les  trois  équations  différentielles  (66)  peuvent  s'écrire 


(?■) 


d.r 

,  r/i;          2 -H/  dQ 

dy             2      dx 
dx^         2+/r/e 
dz             1      dy 

,  dx,i  dx,y         2 -+-/(•/&  

dy  dx  1      dz 


Retranchant  ces  équations  deux  à  deux  l'une  de  l'autre  après  les  avoir 


[*]  Ces  expressions,  qui  ont  été  trouvées  par  M.  Caucliy  [Exercices  d'Analyse  et  de 
Physique  malhématiquc,  t.  II,  i84i,  p.  32 1,  form.  lo),  se  démontrent  facilement  en 
remarquant  que  si  p  est  la  longueur  et  a  est  l'angle  avec  le  plan  xj  d'une  perpendicu- 
laire wP  abaissée  par  un  point  m  du  corps  sur  la  ligne  Mx  menée  parallèlement  aux  x 
par  un  autre  point  M(x,  y,  z),  les  excès  f'  et  a/  des  déplacements  c  et  w  du  point/» 
sur  ceux  du  pied  P  de  la  perpendiculaire/,»  sont  : 

/  dv  dv 

I  parallèlement  aux  j «^  =  — />»  cosa -h  ^ /^sina, 

Idw  dw 

parallèlement  aux  z i\>  =  -— ocosa -I — —  »sma, 
•^  dy  dz 

La  rotation  de  /«,  et  par  conséquent  du  plan  m  PM  autour  de  M.^:,  est  donc 

ff'cosa  —  c'sina         div  dv    .  (  div         cb\     . 

=  — -  cos'a sin^a  ■+•      — —     sinacosa. 


p  dy  dz  \dz         dy  ^ 

La  rotation  d'un  autre  plan  passant  aussi  par  M.x  et  à  angle  droit  sur  Pm  s'obtiendra 
en  changeant  a  en  — h  z.  La  demi-somme  de  ces  rotations  de  deux  plans  perpendi- 
culaires est 

1  /  d(v       do  \ 

2  \dy        dz) 

Comme  elle  est  indépendante  de  l'angle  a,  elle  donne  bien  la  rotation  moyenne,  autour 
de  Mx,  de  toute  la  petite  portion  du  corps  qui  environne  le  point  M. 


I 
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différentiées  par  rapport  à  x,  j  ou  z  choisis  de  manière  que  la  sous- 
traction fosse  disparaître  les  ternies  en  Ô,  et  ayant  égard  à  l'égalité 
identique 


dt'x        (i'^Y         (li^z 

1 H-  —  ^=^  o 

d.r  dy      '      dz  ' 

l'on  obtient  les  équations 

,  I        d''cr         J   d'vy  d'vr 

I  73  )  {a  -~  -h  O  -p-;-  H-  c  —r^  =  o, 

'     '  J        d.T-  dy-  dz-  ' 

dont  chacune  est  satisfaite  par  une  expression  comme  (69). 

Enfin,  si  l'on  différentie  successivement  deux  fois  par  rapport  à  x, 
deux  fois  par  rapport  à  y,  deux  fois  par  rapport  à  z,  la  première  des 
équations  (66),  et  si  Ton  ajoute  les  résultats  multipliés  respectivement 
para,  è,  c,  on  peut  effacer  ce  qui  vient  de  la  partie 

,  ..    d   f      du  1  di>  dwX         ,  .,  d^ 

puisque  l'équation  (68)  donne 


d  (     d'Q       J  d'Q  d'r 

d.T  \       nx'  dy  dz' 


Il  reste 


d'   (     dhc       1  d-a  d-u  \        i    d'  ^     .  .    .       ^  ^l'   r     .  •    .       n 

\  a  —     a \-b \-C  -7—     -\-b  ——même  tnnome)  4-C  — -  (même  trinôme  J  r=  o, 

y        et  l'on  a  deux  équations  semblables  avec  v  et  w  au  lieu  de  u. 
.     Elles  sont  satisfaites,  f  étant  une  autre  fonction  arbitraire  quey,  par 

(74) 


2  —  7)- 

b 


I  V  et   TV  =  des  expressions  semblables  avec  d'antres  fonctions  au  lieu  de  1, 
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CM'  il  en  résulte 


(Pu       ,  (lui  (lui  I    r  i'\[ 


dx'  (/)'  dz'  J 


expression  dont  nous  avons  vu  que  les  trois  dérivées  secondes  -^i 
-;— 5    -r--  ajoutées  ensemble  après   avoir  été  multipliées  par  d^  h.  c, 

dy-      dz'  '  ' 

donnent  une  somme  nulle. 

On  voit  donc  que  les  intégrales  par  fonctions  dites  potentielles,  qu'on 
trouve  à  la  sixième  leçon  sur  rélasticité  de  M.  Ijamé  (§  27,  p,  70)  ]>our 
le  cas  rare  de  l'isotropie  parfaite,  s'appliquent  facilement,  avec  une 
légère  modification,  à  ce  genre  de  contexture  hétérotrope,  qui  paraît 
ap|)artenir  au  plus  grand  nombre  des  corps,  comme  on  va  voir  au 
n«16. 

ir>.  Condition  pour  que  les  équations  de  V équilibre  intérieur  d'un 
solide  prennent  la  Jornie  ainsi  intégrable.  —  Réciproquement,  il  est 
facile  de  voir  que  ce  n'est  qu'autant  que  les  neuf  coefficients  a  du  cas 
de  trois  plans  de  symétrie  ont  entre  eux  les  relafions  exprimées  par 
les  équations 

(57)  -id  -h  d'  =  ybc,  elc,  et  (63)     ^—  =  -  =  j-, 

que  les  équations  différentielles  de  l'équilibre  peuvent  en  fournir  une 
de  la  forme  intégrable  {6S) 

f/-0         ,  fl'O  (PO  ,    ,  ,     ,     r  //'     \         ''''"  7   dv  (Uv 

a- \-0-, \-  c  —r-=^  O.       !;  étant  (le  la  forme         07      <7  — -h  /> -7- H-  <: -— • 

Ht-  dy^  dz^  \     /  /        (ijr  (ly  fiz 

En  effet,  ces  équations  différentielles,  en  laissant  a,  b,  c,  d,  e,  f,  d',  e', 
f  quelconques,  sont 

/        r/'«  p  (Pu  d'à  d   V ,  ..  /-, ,   di'  ^  r/ir"] 

d  (V  ,  (/-(v  d-n'  d    [  ,  ,,   du  ,  ,  i,,   de   \ 

^  Â=  ^- ''«:-■ -^  <=  T^  +  ;s  [(''  +  '')  ;?;^ +  (''  + 'î  )  s;  J  =  "■ 
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Partageons  les  coefficients  a  de  —  dans  la  première,  h  de  -r-  d.ins  la 
^  dx-  •  '  dy' 

dhv 

deuxième,  et  c  de  -—  dans  la  troisième,  de  manière  que  les  parties 
entre    crochets,    soumises  aux  ^-n    -—,    —    soient   réductibles    à    un 

dx       dy       dz 

même  trinôme  affecté  seulement  de  facteurs  différents;  ces  équations 
se  trouveront  écrites 

r        (eH-e')(f-4-f')-|rf"-«  A'a         dUi        d  V{Q  +  W){î-\-ï')du      ,,.      ^.,dv       ,         ,dw-\ 

76)     r^vfb-  (^^^')('^r^'1  ^  -.■-!  '^^  §-  [(f+n  ^^i^^m^t^^  ^(d-^d>)^1  ^ 

/      ''      I       dx-       1_  c-l-e'         ]  dj-  dz^        dy  \^  ^  dx  o-i-c  dy  '  dz ] 

f       d-\v  tV-M'       r         (dH-d')(e-+-e.'n  (i- w       d   T,  ,  du  ,        ,,,  dv       (d-|-d')(c-He')<iwl 

dx-  4>-        L  t-Hl  J  dz-        dz  \_^  dx        '  '  dy  f-4- f  dz  \ 

Or,  pour  qu'on  obtienne,  en  ajoutant  ensemble  ces  équations,  diffé- 
rentiées  respectivement  par  rapport  à  x,  à  j",  à  2,  une  équation  de 
la  forme  (68),  il  faut  que  les  premières  parties  de  (76)  ensemble  don- 
nent la  même  fonction  du  premier  degré  des  dérivées  du  second  ordre 
d'un  certain  trinôme,  que  les  deuxièmes  parties,  ce  qui  exige  que  les 
coefficients  les  uns  au-dessus  des  autres  affectant,  dans  les  premières 

parties,  soit  les  -— ,  soit  les  -j-^-,  soit  les  -—  de  «,  t>,  w,  aient  entre 
eux  les    mêmes   rapports    que   les  coethcients    atiectant  --,    — ,    — 

•  •  ^  dx       di  dz 

dans  chaque  crochet,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

d  ^      _       f      _      afd+d')  _       b(e+e';  _       c(f-f-f') 


,l_j_d'      en-e'       l'H-i'       (e  4- e')(  f  H- f)      "       (f_Hr)(d+d')  (d-l-d')(e-|-e'; 

La  comparaison  des  trois  premiers  membres  de  cette  égalité  multiple 
donne  les  relations  (63), 

Et  si  l'on  compare  successivement  le  premier  membre  avec  les  deux 
derniers,  on  tire 

b:=^(2d+d'),        C--=^^(2d+d';, 

qui  multipliées  ensemble  donnent  la  première  des  relations  suivantes 
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dont  les  deux  autres  s'obtiennent  de  même  : 

(2d  4-  d')=  =  }3C,     {ic-he'y  =  ca,     (2f+f')==ab, 

c'est-à-dire  précisément  les  relations  i^^'j). 

Les  relations  (67)  et  (63)  sont  donc  nécessaires  pour  obtenir  des 
intégrales  des  formes  données  au  numéro  précédent. 

1(>.  Ce  mode  de  distribution  des  élasticités  doit  avoir  lieu  dans  les 
solides  amorphes  ou  à  cristallisation  corijusej  au  moins  dans  certaines 
limites  dliétérotropie.  Calcul  des  coefficients  d^ élasticité  d'un  corps 
primitivement  isotrope,  comprimé  ou  éc roui  inégalement  en  divers  seiis. 

—  Mais  la  distribution  ellipsoïdale  des  ^-^^    due  aux  relations   par 

yA 

moyennes  géométriques  (57), 

2d-{-d'  =  \bc,     2e4-e'=v'ca,     2fH-r  =  \/ab, 

dont  nous  venons  de  reconnaître  les  propriétés  analytiques,  doit  à  un 
autre  titre  attirer  plus  particulièrement  notre  attention.  En  effet,  dans 
les  corps  à  cristallisation  confuse  tels  que  les  métaux,  etc.,  employés 
dans  les  constructions,  où  les  molécules  affectent  indistinctement 
foutes  les  orientations,  si  les  élasticités  sont  égales  dans  trois  directions 
rect;;ngulaires,  elles  doivent  l'élre  en  tous  sens,  car  on  ne  voit  aucune 
raison  pour  qu'elles  soient  plus  grandes  ou  moindres  dans  les  autres 
directions.  Si  les  élasticités  y  sont  inégales,  cela  ne  peut  tenir  qu'à  des 
rapprochements  moléculaires  plus  grands  dans  certains  sens  que  dans 
d'autres,  par  suite  du  forgeage,  de  l'étirage,  du  laminage,  etc.,  ou  des 
circonstances  (le  la  solidification.  Calculons  les  grandeurs  nouvelles  que 
doivent  prendre  les  coefficients  d'élasticité  dans  un  corps  primitive- 
ment isotrope  ainsi  modifié. 

Cauchy  a  démontré  que,  de  quelque  manière  qu'un  corps  ait  été  dilaté 
et  comprimé,  il  y  a  toujours,  en  chacun  de  ses  points,  trois  directions 
principales,  rectangulaires  entre  elles,  suivant  lesquelles  les  dilatations 
positives  ou  négatives  ne  sont  accompagnées  d'aucun  glissement,  en 
sorte  que  les  trois  côtés  de  chaque  élément  parallélipipède  rectangle 
suivant  ces  directions  sont  restés  orthogonaux  [*].  Prenons  ces  direc- 

[*J  Cela  résulte  immédiatement,  comme  on  sait,  de  ce  que  d'après  la  première  for- 
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tioiis  pour  celles  des  x^  j -,  z,  et  appelons 

D,  y,   y 

les  proportions  des  augmentations  positives  ou  négatives  des  cotés  de 
l'élément,  parallèles  à  ces  coordonnées. 

Le  calcul  que  nous  entreprenons  ne  peut  se  faire  sans  attribuer  un 
mode  d'action  aux  forces  moléculaires  réciproques;  admettons,  comme 
aux  notes  des  n°*5  et  i,  celui  que  leur  ont  attribué  tous  les  géomètres 
qui  ont  fait  des  calculs  analogues,  et  qui  laisse  arbitraire  la  loi  de 
variation  de  ces  forces  avec  les  distances  où  elles  agissent,  en  suppo- 
sant seulement  ces  distances  insensibles  conformément  à  tous  les  faits. 
Nous  aurons,  comme  à  la  première  des  notes  citées,  les  expressions  (12) 


(77) 

Or,  en  appelant 


ou   iX^.y^.^.  OU   a^^^^  =  ^§7«Fr.(x*    ou    y*    ou   x2y2), 


en  faisant =  b  /'. 

;•  (•//■  r 


po^       'o'       ^01       yoi 


mule  (26)  on  a,  pour  la  dilatation  dans  une  direction  quelconque  /•, 

^r  =  i)iC^,  +  Î^/C;,.  -+-  ;);  (-,-,-[- g;  ;Cr,.Cr;  4"  g;x  Cr;  C, ., -+-   g^^  C,x  CV^  ; 

d'où,  en  faisant 

Crx  =  X  \/±  (>r,        <'',j  =    y    v/±  ^,->        tV:  =  Z   \J±  l\, 

l'équation 

^ .  x'  +  t>;.  J  ^  H-  :^  3  :  -  +  S),  J2  +  S=:c  z.r  +  g  ,^  .rj  =  ±2  i 

I 
pour  la  surface  dont  les  rayons  vecteurs  sont  les  inverses     i  ,    ^    des  racines  carrées 

des  grandeurs,  prises  positivement,  des  dilatations  positives  ou  négatives  0,.  dans  leurs 
sens  respectifs  r;  et  de  ce  que,  si  l'on  rapporte  à  ses  axes  de  figure  cette  surface  du 
second  degré  simple  ou  double  (ellipsoïde  quand  les  ?,.  sont  ou  toutes  positives  ou 
toutes  négatives,  et  système  de  deux  hyperboloïdes  conjugues  quand  elles  sont  j)osi- 
tives  dans  certaines  directions  et  négatives  dans  d'autres),  les  termes  en  yz,  zx,  sy  de- 
vront manquer,  en  sorte  que,  pour  les  trois  directions  rectangulaires  de  ces  axes  pris 
pour  ceux  des  r,  j,  :;,  les  g^:,  g;,,  g^;.  seront  nuls. 
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les  grandeurs  de  la  densité,  de  la  distance  r  et  de  ses  projections  sur 
les  .r,    },  z  avant  que  l'isotropie  ait  été  altérée,  nous  avons 

j.  =  x„(,+M,   V  =  >■„(,+ y),    /,=.„(,+ y),    P  =  ,,^,),,^,,);,^,vô 

/oi      rr=F/„  +  (/'  — r„)F'r,„      r  -  r„=^^^ +  l^y +  -' y . 

I  'o  '0  '"o 

Substituons  dans  les  expressions  (77)  en  négligeant  les  carrés  et  pro- 
duits des  c"^,  ^',  ^  "  et  en  faisant  passer  leurs  premières  puissances  liors 
des   signes  §;  puis  posons  pour  abréger,  en  remarquant,  vu  l'isotropie 

primitive,  que  les  sommes  §  restent  les  mêmes  quand  on  y  échange 
entre  elles  les  coordonnées  Xo,  y»»  Zy  : 

(7«)    lS'"v(^oO"yo)  =  «''o,    ^"S'"^(^oy^H.xf,/,>uy^^,nyf,zfJ=:a,. 
nous  obtenons  les  expressions  suivantes  : 


:i.r.TJr 


(i-+-i')(i4-D") 


-■A,    -h  ac?   +a„,2'^'+  r..,,2D", 


1    ''r>-x>-  —  j    ,    ^// '^2.2  -r"  ''.',,2''  "T~  •J^.2''    ~i~  ''2,2,2^   • 

Mais,  toujours  en  vertu  de  l'isotropie  primitive,  on  a  les  relations 

(,  oO  j  3/,  =   '^'^2,21         '^O  ~~   '^^2,2,2»         ^4,2  ~~    "^  ^2,2,2     [     J  * 

Substituant,  et  multipliant   entre  elles  les  deux  premières  expres- 


[*]  Ce  sont  des   particularisations  de  la  formule   générale  suivante,   trouvée  par 
M.  Cauchy  [Mémoire  sur  la  dispersion  de  la  lumière,  aux  Nouveaux  Exercices ^  Prague, 
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sions  (79),  en  négligeant  toujours  les  carrés  et  les  produits  des  :),  on 
trouve 

c'est-à-dire  précisément  neuf  fois  ce  qu'on  a  en  élevant  au  carré  la 
i835,  p.  35),  fr  étant  une  fonction  quelconque  de  la  dislance  moléculaire  r  : 

(8i)     2O  ^  1.3.5. ..(X  +  fx  +  v-i)  :,:^  '"'•'^ 

[  si  X,  p,  V   sont  pairs,  et  =  O  si  l'un  d'eux  est  impair. 

Elle  résulte  de  ce  que  l'isotropie  autour  d'un   point  M  exige  que  si  r  =  M/«  est  sa 

distance  à  l'une  des  molécules  m  qui  l'environnent  de  toutes  paris,  la  somme  ^  m  .  f/-,  x'", 

relative  à  toutes,  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  change  à  volonté  la  directions  sur 

laquelle  les  x  sont  les  projections  des  r,  en  sorte  qu'on  a  ^  wfr.x-''  =  ^  wfr.  x'^", 

les  x'  étant  leurs  projections  sur  une  autre  droite  quelconque  de  direction  x' ,  En  effet, 
cette  condition  nécessaire  à  l'isotropie  peut  être  écrite 

g  m  îr.  (xc„,  4-  yc^.,,  -f  zc,,.)'"  =  §  m  ïr.  k'"  (c]y  +  c;,„  +  c,^^,)" . 

Si  l'on  développe  les  puissances  2  n  et  n  des  deux  trinômes,  on  pourra  faire  passer  les 

trois  cosinus  hors  des  V  ?  et  égaler,  dans  les  deux  membres,  les   termes  affectés  des 

mêmes  puissances  ou  des  mêmes  produits  de  puissances  de  ces  cosinus;  car,  si  l'on  fait 
successivement  chaque  cosinus  =  i  et  les  deux  autres  nuls,  on  a  déjà  des  termes  égaux, 
qu'on  peut  retrancher  de  part  et  d'autre;  faisant  ensuite  l'un  des  trois  d'entre  eux  nul, 
on  peut  diviser  par  le  produit  des  deux  autres  et  faire,  dans  l'équation  quotient,  l'un 
des  deux  restants  =0,  l'autre  =1,  etc.,  et  obtenir  ainsi  successivement  toutes  les 
égalités  de  termes  des  deux  membres.  Remarquant  ensuite  que  le  terme  général  de 
(x-Hj^H-  z)""  est 

m{m  —  i)...{m—jj  +  i)  ^^  ^  {m  -  p)  (m  —  p  —  1) .  .  .  {m  —  p  —  g  -{-  i)  „_^_y^ 

1.2. .. p  l .  2. . . q 

dont  le  coefficient  est  la  même  chose  que 

m{m  —  i) .  .  .2  .1 


\.2.  .  .jj.1.2.  .  .q.1.2.  .  .[m  — />  —  y) 
Tome  VllI  (2^  série).  —  Novembre  i863.  48 
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:Y  expression  (79)  représentant  V élasticité  tangentielle  ou  de  glissement 


a.. 


j/  xyi 


qui,  lorsqu'on  admet  la  loi  des  actions  moléculaires,  a  la  même  valeur 
que  Yélnsticitc  latérale  •A.txyy  O"  ^"^  donc,  dans  un  corps  ou  un  milieu 
élastique  priniilivcment  isotrope  dont  l'égale  contexture  en  tous  sens 
a  été  allérée  d'une  manière  permanente  par  des  dilatations  ou  com- 


nous  aurons,  comme  résultat  de  l'assimilation  des  termes  des  deux  membres  affectés  du 
produit  c^  ^c'*  c'"'  ,  de  puissances  de  cosinus  dont  les  exposants,  tous  pairs,  ont  tou- 
jours une  somme  X-|-p4-v  =  2/i,  régalitc  suivante 

1.2. 3... 2/?  4-^      p      1    u.  j  I.9..3...W  j-^  ^;4  « 

2  '>.  '->. 

(lui  est  la  même  chose  que  l'égalité  (81);  car,  en  multipliant  haut  et  bas  dansj  le 
second  membre  par  2'",  puis  par  i.3.5...(2«  —  i),  le  numérateur  du  coefficient 
devient  i.2.3...2rt  comme  dans  le  premier  membre,  et  le  dénominateur  devient 
1.3.5.  .  .(2rt  —  i)  multiplie  par  ?.  .4--.^-2-4--F'2"4---''  ^""''  l'inverse  revient  à 
,    3      .^>  —  i).i.3...(f*  —  1).  I.  3.  .  .(v— i)  divisé   par   le    dénominateur 

I.  2.  .  .>.  1 .2  .  .  .  «. .  1 .  2.  .  .  V 

du  premier  membre.  On  voit  aussi  que  si  \  ou  p  ou  v  est  impair,  on  a  zéro  dans 
le  second  membre. 

M.  C.iuchy  démontre  aussi,  à  la  page  i86  du  Mémoire  cité,  mais  d'une  manière  com- 
pliquée, que 

(82)  Cwfr.x"'  = ' ^mïr.r'". 

^        '  kJ7  2«  +  I  ^ 

On  nous  saura  gré  sans  doute  de  le  prouver  ici  d'une  manière  très-simple,  savoir,  en 
remarquant  que  si  cette  égahté  (82)  a  lieu  pour  une  certaine  valeur  de  n,  elle  a  lieu 
par  cela  seul  pour  une  valeur  plus  grande  d'une  unité;  car,  comme  /-^^  x^-f-  y^-f-  z% 
et  vu  la  formule  (81),  et  celle  (82)  supposée  établie  pour  l'exposant  2/î,  on  a 

§/7î  f/-.x^"+==  ^///fz-.r^x^"  — §wfr.x"'y2—  Cwf/-.x2"z2  = 

I  r^         ^  1.3.  ..(2/2  —  1)  r^ 

=  .^  m  ir.r\  r»" f  •  2  .  C/«  fr.  x'"+^  ; 

2rt-(-iO  1.3.  .  .(2«  H- 1)         O 

d'où  l'on  tire 

S  m  fr.  x^"-'^  =  ^ ^ Qw  ir.r'.r'", 

I  H 

in  -\-  I 
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pressions  dans  les  trois  sens  x^,  j^,  z^  ou  jc,  j,  z, 


^"xyxy  ">     "XX yy  —  y^xxxx'  ** 


XX  yy  —  V  ^xxxx  •  "yyyy  i 


et  des  égalités  semblables  en  ^  et  z,  z  et  x,  c'est-à-dire  précisément  les 
relations  (57)  de  distribution  ellipsoïdale  des  inverses  de  racines  qua- 
trièmes des  élasticités  directes  autour  d'un  point. 

Nous  avons,  il  est  vrai,  négligé  dans  le  calcul,  comme  on  a  fait  jus- 
qu'ici dans  tous  ceux  d'un  genre  analogue,  les  termes  affectés  des  car- 
rés et  produits  des  dilatations  ou  compressions  permanentes  opérées 
c>,  D',  y.  On  ne  pourrait  apprécier  l'influence  de  ces  termes  que  si  l'on 
connaissait  la  forme  de  la  fonction  fr,  car  leurs  coefficients  seraient 
des  sommes  comme  (81)  contenant,  dans  fr,  les  dérivées  successives 
de  cette  fonction  inconnue.  Mais  celte  influence  négligée  ne  peut  pro- 
duire que  de  très-faibles  erreurs,  si  l'on  considère  que  les  écrouissages 
et  la  trempe,  qui  changent  très-sensiblement  la  ténacité  et  les  coeffi- 
cients d'élasticité,  altèrent  à  peine  la  densité  des  corps.  On  peut  d'ail- 
leurs s'assurer,  par  un  calcul,  que  les  portions  ainsi  négligées  de 
l'expression  de  Sa^.^^^  sont  constamment  comprises  entre  les  portions 
correspondantes  de  celles  de  a^^^j.  et  a^.^^^.,  en  sorte  qu'en  supposant 
même  qu'elles  altèrent  légèrement  les  valeurs  absolues  de  ces  trois 
coefficients,  elles  n'altéreront  pas  sensiblement  pour  cela  la  relation 
de  moyenne  proportionnalité  de  "i^^yxy  entre  a^-^^xx  et  Syyyy,  donnée 
par  les  termes  du  premier  ordre  en  D,  ^',  ^  "  [*]. 

La  con  texture  élastique  définie  par  les  relations  (57),  telles  que  3d  ou 
2d-|-  d'  =  \/l^c,  doit  donc  être  celle  des  métaux  amorphes,  et  des 
solides  tels  que  sont  les  matériaux  employés  dans  les  constructions,  au 
moins  lorsque  leurs  élasticités  mesurées  dans  trois  sens  n'ont  pas  entre 
elles  des  rapports  de  grandeur  considérables  (comme  de  plus  de  3  à  2 
ou  de  2  à  1),  et  que  leurs  molécules  n'ont  évidemment  pas  affecté  de 

ou  la  formule  (82)  avec  «  -f-  1  à  la  place  de  n.  Or  cette  formule  est  vraie  pour  n  =  i, 
car 

§/«f^./•-=2gwf/•(x=-f-y^-^z=)  =  3  gwfr.x-. 

Donc  elle  est  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  «. 

[*J  Conservons  en  effet  seulement  dans  ce  calcul,   pour  simplifier,  celle  des  trois 

48.. 
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préférence  certaines  orientations  en  se  déposant,  ou  bien  en  se  ran- 
geant à  nouveau  par  suite  de  modifications  mécaniquement  opérées. 
Et,  lors  même  que  cette  dernière  circonstance  peut  s'offrir,  on  bien 
que  les  rapports  entre  les  élasticités  sont  beaucoup  plus  considérables 
qu'on  ne  vient  de  dire,  c'est  encore  cette  contexture,  ou  ces  relations 
entre  les  coefficients,  qu'il  convient  le  mieux  d'adoj)ter  dans  la  pra- 
tique pour  les  corps  non  cristallisés,  au  moins  tant  que  des  mesurages 
d'élasticités  dans  un  certain  nombre  d'autres  sens  ne  commanderont 
pas  de  s'en  écarter  sensiblement.  {Ployez  §  V  ci-après,  n°  29.) 


dilatations  ou  compressions  pormanentes  qui  a  été  imprimée  parallèlement  aux  x,   ce 
qui  suffira  pour  la  conclusion;  nous  avons 


—  ro=\\l{i-h 


)^H-y;-t-z-  — r„  =  /-J   h  +  ^'^'    xM     -ij 


F"/-  F'"/-  F'*/' 

et  Fr=Fr„-|-(r-r,)F'r„-4-(r-r„)»— ^  +  (r-r„)'-^+(r— rj'_^'  +  ..., 

qui,  c-n  substituant,  et  faisant 

Fr,=  l,,    =b„     -[— ^     =F,,    -i-rr— j- -< ^     =Fc,  etc., 

'■o  2  \  ^2         K  /  ^-  \  3/-;;         ri  ri  j 

peut  c'tre  écrit 

Fr=F„H-x-;  ^  +  ^\f,  +  x;  ^;)  +  ^'Vf^  +  xJ  ^D  +  ^T  F„  +  .  .  . . 
Or  on  a 


a„„  ou  A^^j.j.  ou  a^,,,. 


INIettantpour  Yr  son  développement  et  faisant  pour  abréger,  comme  tout  à  l'heure, 

(84)  t»g„,F„w_.x'-y';  =  a„x, 
nous  avons 

I  a„„=(i  +  c>)'     a,  +  a^    (;)4-  -  j  -|-a«     ('^-^7)  +»'»    ('^  "^  2  )  "^  '  '  *    ' 

(85)  /a^^^^  =  — ^       a,  +  a4,,  (^"H -)  +  a^,<  V'^'^J  '^^'■'  V'^'^)  '^ '  "  \' 
I  »xyxx=  (i  +5)     aj,,4-  a,.,  (^^--)  +^i.2  \b-^-\  +a„,2  (^-*-  -)  +•  •  •     ' 
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§  IV.  —  Conséquence^  en  ce  qui  regarde  la  théorie  du  mouvement  de 
la  lumière  dans  les  milieux  non  isotropes ^  en  tenant  compte  des  pres- 
sions antérieures  aux  vibrations  excitées. 

17.  Propagation  des  ondes  planes  dans  de  pareils  milieux .  —  On 
sait,  depuis  les  recherches  de  Cauchy  [*]  (et  les  calculs  ci-après  vont 
d'ailleurs  le  faire  voir  ),  qu'une  onde  plane  provoquée  par  un  ébranlement 
dans  un  milieu  homogène  non  isotrope,  comme  doit  être  le  fluide  éthéré 
dans  les  corps  transparents  qui  sont,  ou  cristallisés  en  polyèdres  non 

Mais,  en  vertu  de  la  formule  (81)  démontrée  à  la  note  précédente,  on  a  aussi 

I  I  1  1  I 

3  5  7  9  II       ' 

_  3  .      _   '  .      _  I 

84, (  —  rr=  38)       '^i.n  —  —  3iu»       '•  4,8  —  TTTT  3,2. 

35  21  33 

Donc,  en  multipliant  par  3  la  troisième  expression,  on  obtient 

+  a,„  (5^  +  |^M  +  a,,D^  +  ..., 

f-t>  \o        «o  10  'o    /  \35  f^o     J 

21  42     /  33 


\irrYY  


W^  /i  z      \  ^^ 


3a.,,,==(.4-c^)a,+  a,(|c>  +  -^D^+A;).j_+.a.(^;)'-|-^^'-4-i|;)^j  + 


,1  5     \  3Î)'' 


où  chaque  partie  de  3aj:^j;^  est  bien  comprise  entre  les  parties  correspondantes  de 

[*]  Bulletin  des  Sciences  (Férussac),  t.  XIII,  n"  217,  Mémoire  lu  les  i*'  mai,  7  et 
i4  juin  i83o.  —  Exercices  de  Mathématiques,  5*  année  (i83o),  Application  des  for- 
mules, etc.,  à  la  théorie  de  la  lumière  ;  et  ensuite,  Mémoire  sur  la  dispersion  (i83o, 
achevé  à  Prague  en  i835). 
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réguliers,  ou  inégalement  comprimés  en  divers  sens,  se  divise  généra- 
lement, de  chaque  côté,  en  trois  autres  ondes  se  propageant  parallèle- 
ment à  elles-mêmes  avec  des  vitesses  dont  les  grandeurs  sont  mesurées 
par  les  inverses  des  trois  demi-axes  d'un  certain  ellipsoïde  qui  dépend, 
non-seulement  des  coefficients  d'élasticité  a,rxx.Ti'--  ^rrrr  du  uulieu, 
mais  encore  de  l'inclinaison  particulière  qu'y  affectent  les  plans  des 
ondes,  tandis  que  les  directions  des  mêmes  demi-axes  donnent  celles 
des  mouvements  vibratoires  reclilignes  dont  les  molécules  sont  animées 
dans  chaque  onde;  que,  lorsque  le  milieu  est  isotrope,  deux  de  ces 
ondes  se  réunissent  en  une  seule  où  les  vibrations  moléculaires,  alors 
généralement  curvilignes,  sont  tirmsversalcSf  c'est-à-dire  parallèles  aux 
plans  des  ondes,  ou  perpendiculaires  à  la  direction  de  leur  propagation 
(direction  qui  est  alors  la  même  que  celle  du  rayon  lumineux  résultant 
de  leurs  intersections  mutuelles),  pendant  que  les  vibrations,  dans  la 
troisième  onde,  sont  longitudinales,  et,  en  vertu  d'une  constitution  de 
notre  organe,  ne  donnent  lieu  à  aucune  sensation  de  lumière,  de  sorte 
que  le  rayon  reste  uni(|ue  dans  un  milieu  de  cette  espèce;  enfin  que, 
réciproquement,  le  parallélisme  des  vibrations  à  toutes  les  ondes  exige 
Tisotropie;  d'où  il  suit  que  ce  parallélisme  ne  peut  avoir  lieu  exacte- 
ment dans  les  cristaux  biréfringents,  et  que  la  partie  de  la  théorie  de 
Fresnel,  qui  se  base  sur  son  hypothèse  de  la  transversalité  des  mouve- 
ments vibratoires  jusque  dans  l'intérieur  de  ces  cristaux,  ne  peut  être 
vraie  que  par  approximation. 

Or,  en  iSSg,  l'illustre  géomètre-physicien  George  Green,  attribuant, 
comme  Cauchy  et  Fresnel,  la  propagation  de  la  lumière  aux  actions 
entre  les  particules  de  l'éther,  et  reconnaissant  tout  d'abord,  comme 
celui-là,  que  les  vibrations  dans  les  cristaux  biréfringents  ne  sont  pas 
toujours  exactement  parallèles  aux  plans  des  ondes,  mais  voulant, 
dit-il  [*],  pour  ne  pas  s'engnger  dans  des  considérations  trop  compli- 
quées et  sans  chances  d'application  pratique,  borner  son  analyse  aux 
milieux  où  ce  parallélisme  s'observerait  rigoureusement^  ce  qu'avant 


[*]  On  the  Propagation  of  Light  in  nystalliscd  Media ^  lu  le  20  mai  i83cj 
[Transactions  of  the  Cambridge  Society,  vol.  VII,  p.  122),  faisant  suite  au  Mémoire 
On  the  Réflexion  and  Réfraction  nf  Light,  lu  le  1 1  décembre  1887  (inséré  au  même 
volume,  p.  2). 
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tout  examen  il  suppose  coîiipatible  avec  l'hétérotropie,  se  détermina 
à  rejeter  les  formules  à  quinze  coefficients  fournies  à  Cauchy  par  Thy- 
pothèse,  trop  restrictive  selon  lui,  «  que  les  actions  entre  les  particules 
s'exercent  suivant  leurs  lignes  de  jonction;  »  et,  en  faisant,  après 
quelques  considérations  et  tâtonnements,  une  autre  hypothèse  qui,  nous 
le  pensons,  ne  peut  être  justifiée  que  par  celle-là,  à  savoir  que  le  poten- 
tiel 0  (n°  2)  est  nécessairement  développable  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  des  six  petites  quantités  que  nous  avons  appelées 
'iixi  tij, ...,  ^xy  ci-dessus  [*],  il  adopta  pour  cette  fonction  $,  sans  autre 
démonstration,  la  formule  (6)  du  second  degré  à  vingt  et  un  coeffi- 
cients 3ixxxx')'--<^yyyx'>  ^t,  au  moycu  de  la  latitude  que  lui  fournissait 
l'expédient  d'un  tel  nombre  de  constantes,  il  chercha  quelles  relations 
devaient  exister  entre  elles  pour  que  les  mouvements  vibratoires  dans 
deux  des  ondes  (car  il  en  reconnaît  trois  comme  Cauchy)  [^'^^  fussent 
toujours  exactement  (accurately,  rigorously)  transversaux  ou  paral- 
lèles à  leurs  plans f  comme  l'a  supposé  Fresnel. 

Ces  relations  ou  équations  de  condition  sont,  comme  on  va  voir,  les 
suivantes,  au  nombre  de  quatorze  : 

1  "xxxx  —  ^yyyy "^zzzz —  '^^yzyz'^^yyzz^^^'^^zxzx'^  '■^zzxx^^—'^^xyxr'^^ xxyyj 

V    7/  \  ^xxyz  "+~  2  ^zxxy  ^^^  O)    ^yyzx  ~^  2  ^xyyz  ^-^  ^i    '^zzxy  ~f~  ^  ^yzzx  "^^  Oi 

\  '^yyyz  —  ^5    '^zzzy  ~~  "^i    '^zzzx  —-  O»    ^xxxz  —-  ^?     '^xxxy  —-  0>     ^7/>.t  —^  O- 

Il  est  facile  de  reconnaître  qu'elles  sont  les  mêmes  que  celles  qui  ont 


[*  ]  Le  principe  regardé  par  lui  comme  moins  restrictif  que  celui  de  Cauchv  est 
(commencement  dos  deux  Mémoires  cités)  «  que  de  quelque  manière  que  les  parties 
d'un  système  matériel  agissent  les  unes  sur  les  autres,  si  l'on  multiplie  toutes  les  forces 
s'exerçant  ainsi  à  son  intérieur  par  les  éléments  de  leurs  directions,  la  somme  totale 
des  produits,  pour  une  portion  déterminée  quelconque  de  la  masse,  est  toujours  une 
différentielle  exacte  de  quelque  fonction.  »  Mais  il  ne  s'en  tient  pas  à  ce  principe,  qui, 
en  effet,  est  insuffisant;  on  ne  voit  même  pas  qu'il  s'en  serve  ni  même  l'exprime  ana- 
lytiquement,  car  il  n'est  question  dans  son  travail,  ni  des  actions  individuelles,  ni  de 
leurs  directions,  qu'il  a,  de  prime  abord,  fait  profession  d'ignorer  complètement. 

[**]  Il  accorde  même  que,  sans  l'intervention  du  rayon  non  éclairant  provenant  de 
la  troisième  onde,  il  est  impossible  de  satisfaire  aux  conditions  à  remplir  à  la  surface 
de  séparation  de  deux  milieux. 
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été  trouvées  par  M.  l>aiué  [Leçons  sur  rKtaslicitc,  185:^!,  4^^  93  et  ()3) 
comme  conditions  de  bircfiin^cncc  avec  vibrations  transversales.  Seule- 
ment, le  géomètre  français  exige  vingt-quatre  conditions  parce  qu'il 
suppose  trente-six  coefficients  indépendants  (n"2  ci-dessus)  au  lieu  de 
vingt  et  un.  (/^o/r  la  1"  note  du  numéro  suivant  18.) 

Or  nous  pensons  et  nous  espérons  montrer  que  ces  conditions  n'ex- 
priment que  Visotropie;  d'où  l'impossibilité,  non  pas,  comme  nous 
verrons,  de  l'exacte  représentation  de  la  marche  des  rayons  par  la 
surface  d'onde  à  deux  nappes  découverte  par  Fresnel,  mais  de  l'exact 
parallélisme  des  vibrations  aux  ondes  dans  les  milieux  hétérotropes, 
excepté  pour  des  directions  particulières,  au  nombre  de  seiiie  au  plus, 
probablement  de  trois  seulement,  du  plan  des  ondes. 

Pour  le  faire  voir,  montrons  d'abord,  en  reproduisant  l'établissement 
de  ces  quatorze  relations  (87),  qu'elles  sont  absolument  les  mêmes 
lorsque  le  milieu  n'était  pas,  avant  les  ébranlements  produits,  dans 
l'état  que  nous  avons  appelé  naturel^  c'est-à-dire  lorsqu'il  y  avait  des 
pressions  de  grandeur  et  de  direction  quelconque  antérieurement  aux 
déplacements  moléculaires  relatifs  résultant  des  ébranlements;  de  sorte 
qu'on  ne  puisse  pas  attribuer  à  ces  pressions  primitives,  souvent 
omises,  une  influence  contraire  aux  conclusions  que  nous  tirerons. 

Attribuons  donc,  avec  Green,  aux  déplacements  «/,  t»,  w  (n°  2)  des 
points,  estimés  parallèlement  à  leurs  coordonnées  rectangles  x,  /,  z, 
les  valeurs  suivantes  qui,  si^  est  une  fonction  quelconque,  périodique 
ou  non,  représentent  de  la  manière  la  plus  générale  le  mouvement  par 
ondes  planes  parallèles,  dont  la  normale  fait  avec  les  jc,  j,  zdes  angles 
dont  les  cosinus  sont 

/,  m,  n, 

et  se  propageant  avec  une  vitesse  uniforme 

V 

ou  parcourant  V^  dans  le  temps  t  : 

i  "  ~  OLf[lx  -h  mj  -h  /iz—Yt),     V  =  ^J'IJx  -h  nij  4-  nz  —  Vi), 
I  IV  =  ^lj\lx  -V  my  -V  nz  —  V; ), 
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expressions  où 

a,   ê,  7 

sont  les  cosinus  des  angles  formés  avec  les  .r,  j-,  z  par  le  déplacement 
moléculairey^(...)  qui,  comme  on  voit,  dans  cette  sorte  de  mouvement, 
est  de  même  direction  comme  de  même  grandeur  à  chaque  instant  pour 
tous  les  points  situés  dans  chaque  plan  d'onde  représenté  par 

Ix  -+-  my  -h  nz  =:  une  constante  (qui  est  la  distance  de  ce  plan  à  l'origine)  ; 

déplacement  le  même  aussi,  pour  ce  plan,  à  l'époque  actuelle  mar- 
quée parle  temps  <,  qu'il  sera  à  l'époque  /  4-T,  sur  un  second  plan  qui 
est  actuellement  moins  distant  de  Vï  à  l'origine,  ce  qui  donne  bien  V 
pour  la  vitesse  de  propagation  des  déplacements  (88)  dans  le  milieu. 

En  mettant  les  expressions  (88)  pour  «,  i%  w  dans  les  équations  gé- 
nérales d'équilibre  (19),  ou,  symboliquement  écrites,  (38),  après  avoir 
substitué  les  inerties  par  unité  de  volume 

(Pu  d'^  V  d'^iv 

-PHF'     -p-dF'    -PlîF 
aux  forces  pX,  p  Y,  joZ,  et  en  divisant  tout,  ensuite,  par 

•2pf"{ljc-{-mj-hnz—Yt), 

faisons,  pour  abréger, 

i      =  Plx  l'  ■+  Pxr  '^^'  +  P^z  n-+  1  p%  mn  -\-  ip"",^ ni  H-  ip%.  lin  ; 
A  =  a^; ( a^ Z  4-  a^.  m -h  a^n) .  a^.  ( a^, /  -h  a,. m -h  a^ n )  = 

B  =  a^(...).a,(...) 

=  ^xyxy  ^^  +  ^yyyy  '«'  +  '^^yzyz  «'  +  ^^yyyz  '""  +  ^  a^^.^..  nl-{-1  a,.^^,,.  Im , 

(9o)|c  =  a,(...).n,(...) 

=  i^zxzx  l'  +  ^yzyz  ^^  -^  ^zzzz  ^'  +  iazzzy>rin  +  2  3^^^^  ul  +  l  a,.  ,^.  Im, 


(89) 


=  azxxr  ^'  +  ^yyyz  '«   ■+  i^zzzy  n' 


\  ■+-  {^yyzz  +  ^yzyz)  ^n  +  (a^^^^.+  Zyzzx)  ni  +  [^yy zx-^^xyyz")  ^^l. 

Tome  VIII  (i"  série).  —  Novembre  i863.  49 
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-I-  (:V.>  -.r  +  «1-iT.vr)  '"/^  +  (j>.,-a  rr  +  0,.,.,,)  ///  -*-  (.1.,,.^^  +  0.,,,,  ,.1  //M, 

ce  qui  revient  à  conslruire,  avec  M.  Haiighton,  si.x'  ellipsoïdes  ji.x'es 
dont  les  équations  en  coordonnées  rectangles  sont  données  par  les  for- 
mules (90)  en  mettant  i  pour  les  premiers  membres  et  x^  j-,  z  j)our 
/,  m,  //,  puisa  mesurer  Icius  rayons  vecteurs  tous  île  même  diicclion 
/,  m,  n)  normale  aux  plans  des  ondes,  et  à  appeler  A,  B,  ...,  F  les 
inverses  des  carres  de  ces  rayons  [*].  Nous  obtenons,  avec  ces  nota- 
tions, trois  équations  contenues  dans 

,9,) r^ =. ^  pV^   -    P. 

Ce  sont  les  conditions  du  mouvement  j)ar  ondes  planes  qu'expri- 
ment les  équations  (88),  ou  les  relations  nécessaires  entre  les  coeffi- 
cients d'élasticité  a  du  milieu,  la  vitesse  V  de  propagation  et  les  deux 
directions  (a,§,  7)  du  mouvement  moléculaire, et  (/,  ni^  n)  des  normales 
aux  ondes. 


1*]   On  Ef/ui/iùrittin  and  Motion,  etc.,  p.  170.  Ces  six  quantiU'S  A,  lî,.  .  .,  F,  si  l'on 
aclinot  l'interversion  possible  des  sous-lettres  dans  les  coefficients  de  leurs  développe 
mcnls,  on  le  principe  des  égalités  complémentaires  (8),  peuvent  être  aussi  écrites 

en  appelant  x'  la  direction  de  la  normale  à  l'onde  ;  et  elles  ne  sont  autre  chose  que  les 
six  composantes  de  pression  pi.,.,  /j,',  , . . . ,  p'.,.  sur  les  faces  perpendiculaires  aux  x,  y,  z, 
produites  par  une  dilatation  Dx' =  i  perpendiculaire  à  l'onde,  ou,  ce  qui  revient  au 
même  quant  aux  valeurs,  celles  de  la  pression  normale  p'j,..,.,  à  l'onde  engendrée  succes- 
sivement par  des  dilatations  et  des  glissements  c»,,  ^j, .  .  .  ,  gx^  d'une  grandeur  =:i. 

Ce  sont  aussi,  comme  l'a  remarqué  Cauchy,  les  six  dérivées  secondes,  par  rapport  à 
/-,  m-,  «%  mn,  ni,  Ini,  d'une  même  expression  en  /,  /w,  ti,  qui  n'est  autre  chose  que 
le  j-i  de  celle  (39)  de  A  =  a^'x'^'i'  quand  on  remplace  c^x',  c^j-,  c„'  par  /,  m,  n. 
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En  les  écrivani 

(A  -h  P  -  /5  V^)  a  =.  _  Fê  -  E7, 

(B^-P-pV=')g=:-D7-  Fa, 
(C-4-P-pY-)v  =  -Ea-Dg, 

el  eiî  les  multipliant  l'une  par  l'autre,  puis  en  remplaçant,  dans  les 
produits  tels  que  D^  êy  (  —  F§  —  Ey),  la  parenthèse,  qui  est  un  second 
membre,  par  le  premier  membre  équivalent,  les  cosinus  inconnus 
«,  ë,  y  disparaissent,  et  l'on  obtient  l'équation  du  troisième  degré  en 
V^  seul 

^^■"^  j       __E=^(B  +  P-/3V2)  -F2(Ch-  P  —  pY-)-\-  2DEF  =  o; 

d'où  résulte  bien  la  division  d'une  onde  plane,  en  général,  en  trois 
autres  qui  se  propagent  avec  des  vitesses  différentes. 

Et,  comme  on  obtient  une  quatrième  fraction  égale  à  celles  qui  for- 
ment les  trois  premiers  membres  de  l'égalité  multiple  (91),  en  prenant 
pour  numérateur  la  somme  des  numérateurs  et  pour  dénominateur  la 
somme  des  dénominateurs,  après  les  avoir  multipliées  haut  et  bas  par 
a,  paré,  par  y  respectivement,  ce  qui  donne 

(93)  Aa-  4-  Bg-  4-  Cf  -+-  ?.Dê7  -+-  sEya-t-  aFao  =  pV-  -  P, 

équation  en  coordonnées  polaires  d'un  ellipsoïde  dont  le  rayon  vecteur 

y  .  ,  _  p  fait  avec  les  x,  j",  z  des  angles  dont  les  cosinus  sont  a,  ê,  y; 

d'où,  de  nouveau,  les  équations  (91)  comme  conditions  de  maximum 
ou  de  minimum  du  rayon  vecteur  en  combinant  avec  a.-  H-  ê^  H-  y-  =:  i, 
d'où  a<:/a -I- ê<iê  H- yd^y  =  0,  la  différentielle  de  (93)  égalée  à  zéro,  l'on 
voit,  et  la  forme  connue  des  équations  (91)  et  (92)  montre  d'ailleurs  : 
1"  Que  les  trois  demi-axes  de  cet  ellipsoïde,  dont  l'équation  en 
coordonnées  ordinaires  est 

(94)  Ajt^4-  Bj--+-  Cz'-  +  ^Djz  H-  2EZJC  +  i¥jc:/  =  i, 


donneront,  en  grandeur,  les  inverses  des  trois  valeurs  de  \/pY^—  P. 

49.  • 
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a"*  Que  leurs  directions,  reclangulaires  entre  elles,  donneront  celles 
dos  niouvenienls  niol(^culaires  dans  chaque  onde,  ou  les  trois  systèmes 
correspondants  de  valeurs  des  cosinus  a,  ê,  y. 

On  voit  (]ue  les  résultats  sont  les  mêmes  que  ceux  qiii  sont  déjà  con- 
nus et  rolalils  au  cas  où  les  pressions  antéiieures  /?"  sont  nulles,  sauf 

l~. P 

1/ V* au  lieu  dos  vilosses  tic  propagation  V. 

On  voit  aussi,  d'après  la  formule  générale  (sS)  de  changement  de 
plan  de  pression,  qui  donne  /\r m' = /'x.r c^,.  -f-  ...+  2/^^.,, c^^y c,x',  ^l'X' 
la  quantité  (^89) 

P 

n'est  autre  chose  que  la  composante  normale  de  la  pression  supportée^ 
avant  les  déplacements,  par  l'anitc  (fane Jace  menée pnrallcleinenl  aua 
ondes  par  le  point  [x,  j,  z). 

Si  cette  pression  |>rimilive  est  égale  en  tous  seîis  et  si  le  milieu  est 
isotrope,  il  résulte  des  conditions  d'isolropie  (62)  a^b  =  c  =  2dH-d':=... 
que  les  équations  (92),  (9^1)  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

!      (v-^-f)(v-'^y=o. 

(  d(jf--4-  j^  -\-  Z-)  +  (a  —  i\)[lx  4-  mj  -^  nzf  =  1, 

montrant  bien  que  deux  des  trois  ondes  planes  se  réduisent  à  une, 

dont  la  vitesse  de  propagation  est  i/ ?  et  que  l'ellipsoide  (9/ij  est 

coupé  suivant  des  cercles  par  leurs  plans  Ix  -\-  inj  +  nz  =  const.,  en 
sorte  que  leurs  vibrations  s'exécutent  parallèlement  à  ces  plans. 

Mais  voyons  si  le  même  parallélisme  est  possible  sans  l'isolropie.    ' 

18.  Sur  les  conditions  pour  que  les  mouvements  moléculaires  dans 
deux  des  ondes  soient  toujours  parallèles  à  leurs  plans.  —  Il  faut  j)oin' 
cela,  comme  l'observe  Green,  que  dans  la  troisième  onde  ils  soient 
normaux,  et  que  par  conséquent  les  équations  (91)  subsistent  en  met- 
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tant  /,  772,  n  an  lien  de  a,  ê,  y,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

,     .V  Al+¥m-+-Mn         F/-hBw-4-D//         VJ-\-'Dm-hCn 

9D  ) =  =  , 

ce   qni  est  d'ailleurs  aussi  la   condition    pour    que   le    plan    d'onde 
/jc  ■+■  mj  -+-iiz=:o  soit  bissecteur  de  toutes  les  cordes  de  l'ellipsoïde  (94 
qui  lui  sont  perpendiculaires,  et  contienne  par  conséquent  deux  de  ses 
axes  [*]. 

Nous  voyons  que 


P=/>x".^^  +  /^>r+...+  2/>^,./, 


m 


n'y  entre  pas.  Ces  conditions  (95)  de  transversalitc  de  deux  des  direc- 
tions des  mouvements  moléculaires  sont  donc  indé[)endantes  des  six 
composantes /)°,  quelles  qu'elles  soient,   des  pressions  antérieures;  en 


[*]  Si  l'on  élimine  les  deux  rapports  — »  -   entre  les  équations  (91)  sans  le  dernier 

membre,  combinées  avec  /«  -f-  wê  -f-  ny  =  o  qui  exprime  le  parallélisme  des  nwui'c- 
iiicnts  niolcciilaircs  aux  plans  des  ondes,  on  obtient  facilement,  ï  ,  DIL,  3b  représen- 
tant les  trois  excès,  divisés  respectivement  par  /,  m,  n,  de  la  seconde  sur  la  troisième 
fraction  (qS),  de  la  troisième  sur  la  première  et  de  la  première  sur  la  deuxième  de 
ces  mêmes  fractions  (d'où  /.i^ -+- /w DR  + /? Db  =  o ), 

A-C  +  FOTLH-EOb  _  F.C+BD1L+D5b  __  E  f  -t-DJlI'  +  CX 

ou  une  seule  équation 

(  B  _  c)  011%  -f-  D  (3b^  -  OlL^)  +  (F3b  —  EDIL)  ^=  o, 

car  les  deux  autres  de  même  forme  que  fournit  cette  égalité  multiple  rentrent  dans 
celle-ci.  Cette  équation  n'est  pas  satisfaite  seulement  par  Oit  =:  o,  ?X^  =  o,  c'est-à-di-o 
par  les  égalités  (gS)  ;  elle  l'est  aussi  de  i)lusieurs  autres  manières  donnant,  entre  les 

coefficients  a„„,  etc.,  si  elle  doit  l'être  quelles  que  soient  -— 5  --  ou  les  directions  des 

ondes,  des  relations  du  troisième  degré  nombreuses  et  fort  complitjuécs.  Mais  on  doit 
observer  que  ces  relations  sont  inutiles  à  considérer  dans  la  théorie  de  la  double  re- 
fraction ainsi  présentée;  car,  comme  l'observe  jM.  Lamé^  quand  on  remplit  la  condi- 
tion  de  transversalité  la.  +  mC  +  ny  =  o  sans  que  ce  soit  par  les  égalités  (c)5),  on  n'a 

qu'une  seule  valeur  de  chacun  des  deux  rapports  -1  -  ;    pir  conséquent  une  seule 

ande,  et  pas  de  biréfringence. 
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sorte  qu'on  ne  peut  pas  cherclier,  dans  l'existence  possible  de  pareilles 
pressions,  la  réj^onse  aux  difficultés  auxcpielles  il  va  être  montré  cpie 
conduit  l'hypothèse  d'exacte  Iransversalité  des  mouvements  pour 
toutes  les  directions  des  ondes. 

Elles  peuvent  être  satisfaites  de  deux  manières,  savoir  ; 

I**  Pour  certains  sjstènics  seulement  de  valeurs  des  cosinus  /,  m,  n, 
c'est-à-dire /^of//'  certaines  directions  de  la  normale  au  plan  des  ondes, 
dans  un  milieu  (juelcouque. 

Ces  directions  de  la  normale  aux  ondes  sont  précisément  celles  de 
maxima  et  mi/uma  des  élasticités  directes  i\x'x'x'x'  ^1"^^  nous  avons  con- 
sidérées au  n''  10. 

Eu  effet,  si  Ton  substitue  à  A,  F,  E  leurs  expressions  (90)  du  luunéro 
précédent  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (qS),  on  a 

(96)  ^ =  '- ^ ^ 

C'est,  eu  égard  à  la  formule  syuïbolique  (33),  et  en  mettant 

la  même  chose  que  le  premier  membre    ^  '  '  '^  ^  Je   la  triple  é(pia- 

tion  (4i)  donnant  lesdirections.r'des  maxima  et  minima  de  a^/^.,^,y,  car 
a^  =  a^c-Tj./  -f-  a^c^..,'  -¥-  a^c^^,.  Et  il  y  a  également  parité  entre  les  seconds 
membres  connne  entre  les  troisièmes  membres  de  (/ji)  et  de  (95). 

Donc  il  existe  toujours  des  plans  d'ondes  auxquels  deux  des  mouve- 
ments moléculaires  correspondants  sont  exactement  parallèles,  le  troi- 
sième exactement  perpendiculaire.  Ce  sont  les  plans  parallèles  à  ceux 
qui  touchent  la  surface  dont  les  rayons  vecteurs  sont  les  inverses  des 

\l 2ix' X' X' X")  ^«^'x  extrémités  des  divers  diamètres  principaux  ou  coupant 
cette  surface  normalement.  Il  y  a  toujours  trois  directions  de  ces  plans 
d'onde.  Il  y  en  aurait  même  (n*'  10)  jusqu'à  seize  ou  (n**  12)  treize  si 
l'éther,  dans  les  corps  cristallisés,  avait  une  contexture  aussi  variée  que 
ces  corps  eux-mêmes. 

1^  Pour  toutes  les  ondes  possibles,  si  l'on  fait  remplir  aux  coefti- 
'^xyxy  certaines  conditions.  On  les  détermine  en  chas- 
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sant  les  dénominateurs  des  équations  {ç)5),  ce  qui  donne 

X  (a^./  +  a^./72  ■+-  a.;/)  (a,./^  —  a^m)  =  o 

et  deux  antres  égalités  semblables  où  le  dernier  facteur  sera 

^z^  —  3.1  «     ou     a^  m  —  a,  /, 

puis  développant  et  égalant  à  zéro  ce  qui  affecte  une  même  puissance  ou 

un  même  produit  des  cosinus  /,  m,  n  dont  les  rapports  — ?   -  doivent 

être  indépendants  l'un  de  l'autre.  Or  on  trouve  ainsi  les  équations  de 
condition  (87)  de  Green. 

En  supposant  pour  un  instant  ces  quatorze  équations,  entre  les  vinj^t 
et  un  coefficients,  compatibles  avec  l'hétérotropie,  on  en  tire  les  lois 
de  Fresnel  (sauf  le  parallélisme  au  lieu  delà  perpendicularité  des  mou- 
vements aux  plans  de  polarisation)  sans  être  mdlement  obligé  d'intro- 
duire dans  l'analyse  ci-dessus,  comme  a  fait  le  premier  M.  Mac-Cul- 
lagh  [*],  l'hypothèse  peu  justifiée  de  Fresnel    «    que  les  vibrations  ne 

changent  nulle  part  la  densité  de  1  ether,  »  ou  de  faire  —  -f-  -^  -h  —  =  o 

dans  les  formules,  ce  qui  revient  à  effacer  tous  les  termes  affectés  des 
coefficients  (^élasticité  directe  a^ ,.^.^.,  a,.,,.^,  a.^-.,  comme  si  ces  coeffi- 
cients étaient  nuls  [**]. 

[*]  Jn  Esxar  towards  a  dynamical  Tlieory  of  crystnlline  Réflexion  and  Réfraction, 
read  december  iSSg  {Trans.  0/ Iri>>h  Jcademj,  vol.  XXI,  p.  18  et  25). 

[**]  Car,  au  moyen  des  égalités  de  Green  (87)  a^.„i=  2  a^^,y+ 3^:^^.^=9.32, :^.-f- a.-.- «> 
l'on  a,  par  exemple,  d'après  la  premicie  expression  (i), 

p^j.  =  ^izzx  ^x  -r-  {^xxxi "^àxyx/l  1)/-+"  [^xxxx         ^^zxzx]  1-':+  ^xx/z  pr:+ '1  ji  xs  0:.!:+  '^xx  iji-xj, 

qui,  si  ;>j-+^^-t-i)r  =  o,  se  réduit  à 

pl-^.  =  —  lAx/x^^}-  —  ^^zxzx'iz  +■  Hxxrz'tlxz  4"     .  ■  , 

absolument  comme  si  a^xu  était  =  o. 

M.  Haughton,  à  la  fin  de  son  Mémoire  J  Classiflcatiori  of  elastic  Media  [Irish  Aca- 
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En   effer,   prenons,   pour   simplifier,  comme  font  tons  les  aulenrs, 
trois  nouveaux  axes  rectan'^ulaires  .r',  j',  z'  de  manière  à  avoir 

ce  qui  est  possible  puisqu'on  dispose  de  trois  des  neui"  angles  [jc,  x'), 
{x,  r')>  <"'<-'•>  et  ce  ([ui  entraîne,  d'après  les  conditions  (87), 

Cela  revient  à  ne  conserver  que  les  neuf  coefficients  de  la  première  ligne 
des  conditions  (87),  ou  à  rapporter  le  milieu  aux  trois  plans  de  symé- 
trie de  contexture  qu'il  possède,  comme  on  voit,  quand  ces  conditions 
de  Greeu  sont  supposées  remplies.  Alors,  en  se  servant  des  notations 
abrégées  (48)  a, ,.,.,.  =  a,  ... ,  a,.;^.;  =  d, ... ,  les  expressions  (90)  se  ré- 
duisent à 

l  A  =  a/^  +  fm-  +  e^z^,     B  =  f7-H-a/;2-H-d/i'-,    C=e/*  +  d/Ar4-a/i^, 

'^  ^"  ^  j  D  =  (a  -  d  )  mn,  E=  (a  -  e)nl,  F=(a  -  f)  Im  ; 

l'équation  du  troisième  degré (92)  en  V"  devientdivisibleparp  V^  — P  — a 
et  peut  être  écrite,  comme  il  est  f^icile  de  le  vérifier  par  un  développe- 
ment comj)aratif, 

■9^>  ^P^        ^     ^^\  +(ef/^  +  fdm'^+de//=')(/2H-m'^  +  Ai2)  ]~'^' 

dont  le  premier  facteur,  égalé  à  zéro,  donne  poiu'  V  la  vitesse  du  son 
dans  l'intérieur  des  solides  élastiques,  et,  pour  le  milieu  éthéré  supposé 
constitué  d'après  les  conditions  (87),  donne  ces  oncles  à  vibrations  lon- 


demy,  vol.  XXI,  p.  4o-4'  )»  représente  le  peu  de  légitimité  et  l'inconvénient  de  cette 

du        di>        div  ^,,       , ,   .  „  M       •  ,T,  .         . 

supoosition i 1 =0.  Elle  n  (>vite  nullement  d  avoir,  en  V%  une  équation 

dx        dy         dz 

du  troisième  f/£'o'/-e' affectée  d'un  facteur  [voyez  ci-après)  pV — P  qui  fournit,  si  P  =  o, 

une  solution  absurde  V  :=  o,  et,  si  P  n'est  pas  nul,  une  onde  sphcrique  à  vibrations 

longitudinales,  tout  comme  quand  on  n'efface  pas  Azxxx,  dont  la  conservation  donne  au 

moins  à  cette  onde  son  vrai  rayon. 
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gitudinales  qui  doivent  s'y  former,  bien  que  notre  œil  ne  les  perçoive 
pas,  de  même  que  notre  oreille  n'est  pas  constituée  pour  percevoir  les 
vibrations  transversales  excitées  dans  l'air;  et  dont  le  second  facteur 
égalé  à  zéro  donne,  après  une  analyse  connue,  l'onde  de  Fresnel. 
[Voyez  no21.) 

19.  Ces  conditions  y  quand  elles  sont  remplies  quelle  que  soit  la 
direction  des  ondes  planes ^  reviennent  à  Visotropie  du  milieu,  et  ex- 
cluent la  biréfringence.  —  Cela  est  évident  quand  on  admet  entre  les 
coefficients,  outre  les  quinze  égalités  (5)  qui  les  réduisent  à  vingt  et  un 
distincts,  les  six  égalités  complémentaires  (8)  telles  que  a^.^^- =  a^-^^, 
aj^^^.^.-  =  a^^^^.  fournies  par  le  calcul  des  forces  moléculaires,  car  il  en 
résulte  que  les  six  coefficients  figurant  dans  la  seconde  ligne  des  qua- 
torze conditions  (87)  sont  tous  nuls  comme  ceux  de  la  troisième,  et 
que,  pour  les  autres,  on  a 

-  _         _         _i  _i  __]_, 

V  99  )   '^yzyz '^ z-czx  —  '^xyxy  —  ^yyzz  —  '^zzxx  —  ^ x.ryy  —  g ^xjcxx g  ^->.>.'.>  -^^zzzz^ 

rentrant  bien  dans  les  conditions  d'isotropie  (62),  d'où,  comme  on  a 
vu  à  la  fin  du  n°  17,  deux  ondes  qui  se  réunissent  en  se  propageant 

avec  la  vitesse   i/ ■■>    et  le  milieu  est  luiiréfringent. 

Mais  vu  la  controverse  dont  ces  égalités  complémentaires  (8)  sont  le 
sujet,  examinons,  au  moyen  de  la  formule  de  transformation  (33) 
du  n°  6, 

(100)  a„,j^  —  an  a,.  a,.ay/,     où     a^  =  a.,c,.,  H-  a^.c^,.-}-  a-c,-,., 

en  l'appliquant  à  un  milieu  élastique  dont  les  vingt  et  un  coefficients 
relatifs  à  certains  axes  x,  j,  z  remplissent  les  quatorze  conditions  (87), 
quelles  valeurs  prennent  les  divers  coefficients  d'élasticité  relatijs 
à  d'autres  axes  quelconques  x\  j',  z' . 

i"  Ces  conditions  (87)  annulent  les  deux  dernières  lignes  de  l'ex- 
pression (39)  a^,^,^.,y=  a^^-;c;,.c*  + etc.,  particularisation  de  l'expres- 
sion (33)  ou  (100),  et  la  réduisent  à 

(ici)  ^x'x'x'x'  =  ^xxxx  [^ix'  +  ^yx'  +  ^zx')     ^=  ^xxxx' 

Tome  VIII  (2^  série).—  Novembre  iSG3.  5o 
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Donc,  si  los  conditions  (Iihhmi  (87)  de  conslaiite  transversalilé  des 
vibrations  de  deux  ondes  sont  remplies  dans  nn  niilien,  son  élasticité 
directe  est  la  niénie  en  tons  sens;  c'est-à-dire  quune  égale  dilatation  ^j., 
y  produit  y  quelle  que  soit  la  direction  x\  une  égale  pression  normale 
p-c' _r'  snr  une  face  perpendiculaire  à  cette  direction. 

2''  La  même  formule  générale  (33)  ou  (  100),  en  y  remplaçant  n,  s 

par  .r',  x'  et   x',  y'  par  x',  ;',  donne 

:«.rV.rV  =  ('^xC,x' 4"  ^y^^y.v'+  ;i,c.,i.')"^(a^.c^^.'H- a^c^^.'+a^c^y) (a.^.c^y H-a^c^y-}-  a^c.,.). 

Développant,  les  conditions  (8-7)  annulent  une  partie  des  termes  et 
réduisent  l'expression  à 

Donc  les  coefficients  tels  que  stjc'x'x'y  sont  tous  nuls  dans  un  pared 
milieu.  x\insi,  en  tous  sens,  comme  dans  un  milieu  isotrope,  une  dila- 
tation ^f.'  n'y  produit  aucune  composante  px' /•  Et  aussi,  comme  dans 
ce  dernier  milieu,  un  glissement  g^-'y  n'engendre j  sur  une  Jace 
perpendiculaire^  soit  à  x\  soit  à  j\  qu'une  force  tangentielle,  sans 
aucune  composante  normale  de  pressiofi. 

3"  Si  l'on  développe  les  deux  expressions  suivantes,   tirées  de  la 
même  formule  générale  (100), 

V/ z'z'  =  (a^Cx/  +  ^yCyy  -+-  3^ C^y  Y .  (  a.^. C,^r  -+-  a^. Cy^f  -t-  a^ C^2')% 
^y'z'x'z'  =  [  (  3 j:  ^xy'  "^  ^y  ^Jj'  ~^'^z  ^zy'  )  ['^x  ^xz'  +  '^y  ^yz'  "+~  ^z  C^^/  j  J    , 

et  si,  dans  les  développements,  on  fait  a^xxx  =  ^yyyy  ^^  ^zzzz^  ^n  rem- 
plaçant aussi,  en  vertu  des  relations  (87),  2a^2^2  P^*r  s^xxxx  —  ^yyzz  et 
"^^zxxy  pa''  —  ^xxyz  Gt  aiusi  des  autres,  on  obtient,  en  ayant  égard  aux 
relations  connues  entre  les  cosinus,  notamment  à 


-yx  ^zy' 


^yy'  ^zx'  —  ^xz'i 


et  autres  semblables  (où,  dans  les  seconds  membres,  les  indices  oc,j^  z 
et  x',j',  z'  répondent  aux  combinaisons  72,  zx,  xj  e\.  y' z\  z' x\  x'j' 
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de  ceux  des  premiers  membres),  on  obtient 

^y-'y-'z'z'  ^^^yyzz^xx'  ~*~  ^zzxx^yx'  ^~  ^.cxyy^zx' 
.»  ^       1  ^  "xxyz^yx'^zx'  '^'^yyzx^Zx'^xx'         '^'^zz  xy*^xx'*^Yx'  i 

io3)  <;  ^^ 

^/z'r'z'  =  '^yzyz^xx'  +  ^zxzx^Jx'  +  ^xyxy^zx' 

■"  "xxyz  ^yx'  ^zx'  ~f"  ^j-j  zar  ^^^^  C_^.^7  +  3  ^^  x)-  C^or'  ^JJ.-'  • 

Ajoutant  la  première  de  ces  équations  à  la  seconde  doublée,  on  a, 
encore  en  vertu  des  relations  (S'y), 

(lo4  )   a^y^/^'  +  2  a^^'j'z'  =  '^yyyr  ^^  P^"'  (conséquent  r=  a^y^/^y  =  ^z'^'^'z'» 

c'est-à-dire  que  pour  toutes  les  directions  rectangulaires  entre  elles  il 
y  a  entre  les  trois  espèces  de  coefficients  a/^/y^^,  a^y^/^',  a^-'^^,,  les 
!némes  relations,  qui  sont,  comme  l'on  sait,  précisément  celles  qui  ont 
lieu  pour  l'isotropie. 

4"^  On  obtient  de  la  même  manière 

(  I  o5)  ^x'x'y'z'  +  2  a./^.,^.'y  =  O  , 

en  sorte  que  ces  coefficients,  qui  sont  nuls  dans  un  système  isotrope 
pour  tous  les  axes  orthogonaux  qu'on  peut  y  tracer,  le  sont  aussi  dans 
le  système  élastique  que  nous  considérons  s'ils  ont  le  même  signe; 
et,  en  tous  cas,  ils  ont  des  sommes  (io5)  nulles. 

5*^  Toutes  les  réciproques  sont  vraies.  Les  quatorze  équations  (87) 
ont  lieu  entre  les  coefficients  d'élasticité  d'un  milieu,  et  pour  toutes 
les  directiotjs  ^^,j?',  z,  et  x\j'^  z'  des  axes  coordonnés  rectangulaires, 
si,  seulement,  l'on  y  a  aussi  pour  toutes, 

"x'x'  x'x'         "xavt.f        [     J  1 


[*]  On  le  prouve  en  écrivant  cette  équation  a^vr'i' — ajxii(Cj^. -f-  c^^,  +  c.\.,)'  =  o, 
substituant  ù  a^^v^v  sa  valeur  (Sfj)  et  plaçant  x'  d'abord  dans  le  plan  xy,  car, 
alors,  l'équation  réduite  et  divisée  par  (^xxK^jx'  donne  a„j^^o,  a^^^^^o  quand 
on  y  fait  successivement  Cxi' =  I  et  Cjjr=:  o;  la  même  équation  donne,  par  suite, 
i3ix)  IX  +  ^xirx  —  ^ixix=  o,  ce  qui  permet  d'effacer,  dans  l'équation  particularisée,  tout 
excepté  la  troisième  ligne  de  l'expression  (Sg),  susceptible  alors  d'être  divisée  par 
c„/c^j;/c.-y,  et  qui  donne  alors  a„_^j  +  i&zxxy  =  o  en  faisant  c„/=  i. 

5o.. 
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on  si  l'on  y  a 

OU  bien  si  l'on  y  a 

^.i'.r'j'c'  "*"  2  ^z'x'  .l'y'  =  0       [       \t 

OU  encore  si  l'on  y  a,  toujours  pour  toutes  les  directions  .r'.,  j\  z', 

J  7 

en  sorte  que  l'une  quelconque  des  quatre  espèces  de  conditions  (  87), 
si  elle  est  remplie  en  tous  sens,  entraîne  toutes  les  autres  [^ ****]. 

lien  résulte  que  l'exacte  ^rû«.çt^e/\y<7//<(^'' des  mouvements  moléculaires, 

[*]  En  effet,  en  plaçant  a',  y'  dans  le  plan  .?•» ,  l'équation  a;^ix'x'y==^  o,  en  com- 
posant son  premier  membre  avec  la  formule  (100  )  ou  (33),  se  réduit  à 

qui,  divisée  par  c,j',  donne,  en  faisant  ensuite  c^x'==  o,  Cj-j;?  =  1, 

a„„  =  ?.aj.^j.^ -|-a„^.^,    d'où  a„„  =  a^;.^.^  et  de  même  =ajî,j; 

ce  qui  réduit  l'éqtiation  a^'^'^y  =  o  aux  ternies  affectés  des  trois  binômes  tels  que 
^jiy:  -H  2a.-j.j.,,  et  la  nullité  de  celui-ci  se  prouve  en  faisant  les  angles  (x,  .r'),  {y, y'), 
(z,  z')  infiniment  petits. 

[**]  Car,  en  développant  cette  équation  et  plaçant  .r',  y'  dans  le  plan  xy,  elle  se 
réduit,  en  divisant  par  c„fC^i/,  à 

qui,  particularisée,  conduit  à  l'annulation  de  tous  les  coefficients  qui  y  sont  compris; 
d'où  toutes  les  autres  équations  de  condition  (87). 

[***]  Car  il  en  résulte,  en  mettant  toujours  r',  y'  dans  le  plan  xy^  et  effaçant  tous 
les  termes  affectés  d'un  trinôme  semblable  à  celui  qu'on  suppose  nul  pour  toutes  les 
directions,  ce  qui  entraîne  ^xzxx  =  3^////=  ^-.n-.',  il  en  résulte,  dis-je, 

azxxr  (6c,'y  —  loc]^,)  +  Ajyyx  (6c^V  —  loc,^)  =  0; 

d'où,  en  faisant  successivement  nuls  c„'  et  c^^f,  deux  équations  qui,  combinées,  donnent 
a„z/=  o  et  ^yjjx  =  o  :  or  cela  emporte  les  autres  conditions  (87). 

[****]  Les  formules  (io5)  montrent  aussi  que  si  les  élasticités  latérales  telles  que 
diyjiz,  ou  bien  les  élasticités  tangentielles  a^j^,,  sont  égales  pour  trois  directions  rectan- 
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ou  leur  parallélisme  à  des  ondes  de  toutes  les  directions  dans  un  milieu 
transparent,  exige  une  foule  de  conditions  qu'on  ne  voit  remplies  que 
dans  les  corps  isotropes.  On  remarque,  surtout,  que  non-seulement  une 
dilatation  ^^  ne  produit  qu  une  pression  exactement  ?iorinale  px'x',  ou 
aucune  composante  tangentielle  de  pression  sur  une  face  qui  est  pei - 
pendiculaire  à  sa  direction  (ayy^/^/=o,  ^x'z' x'x'=^)  et,  aussi, 
qu'M/z  glissement  sur  une  face  n'y  engendre  jamais  que  des  compo- 
santes tangentielles  [•A^,^,^fj.,=  o),  mais  encore  qu'en  tout  sens,  ou 
quelle  que  soit  la  direction  œ'  dans  ce  milieu,  ujie  égale  dilatation 
^x'  Y  produit  une  pression  d'égale  intensité  p x' x'  (  ^x'x' a:' x' constant). 
Or  une  pareille  égalité  est  contraire  à  toutes  les  idées  qu'on  peut  se 
former^  d'après  les  faits,  des  corps  doués  de  la  double  réfraction.  Ils 
sont  cristallisés  sous  des  formes  polyédriques  non  régulières  et  variées  ; 
ils  offrent  des  clivages  suivant  certaines  directions;  ils  sont,  en  un  mot, 
d'une  contexture  essentiellement  inégale  dans  les  divers  sens,  et  qui 
doit,    tout    porte    à  le  faire  présumer,   rendre  inégaux  les  rapports 

-~-  =  SLxfx'x'x'  des  pressions^  dans  l'éther  dont  ils  sont  imprégnés,  aux 

petites  dilatations  ^  qui  les  engendrent,  et  rendre  les  pressions  obliques 
aux  dilatations,  excepté  pour  certains  sens  principaux. 

Cette  présomption  est  changée  en  certitude,  si  l'on  considère  la  biré- 
fringence artificiellement  produite  par  une  compression  donnée  dans  lui 
seul  sens,  ou  inégalement  dans  plusieurs,  à  un  corps  amorphe  primiti- 
vement isotrope  et  uniréfringent,  tel  que  le  verre.  On  a  en  effet  cal- 
culé, au  n°  IG,  l'inégalité  des  coefficients  a^xxx-,  ^yyyy  ^^^  ^^  l  inégalité 
des  rapprochements  moléculaires  dans  les  sens  x  et  y.  Ce  calcul  était 
fondé,  il  est  vrai,  sur  les  expressions  (ra)  assignées  aux  deux  coeffi- 
cients par  l'analyse  des  actions  s'exerçant  entre  les  points  matériels 
suivant  leurs  lignes  de  jonction  deux  à  deux,  et  proportionnellement 
à  une  fonction  de  leur  distance.  Mais  quelque  motif  qu'on  puisse  s'allé- 
guer de  révoquer  en  doute  cette  grande  loi  qui  ne  préjuge  pourtant 
rien  quant  à  la  forme  de  la  fonction,  et  quelque  chose  qu'on  puisse 
concevoir  à  sa  place,  il  est  impossible  de  ne  point  convenir  que  l'iné- 


gulaires,  et,  s'il  en  est  de  même  des  élasticités  asymétriques  telles  que  a„^j  ou  bien 
^zxxyi  les  premières  sont  égales  aussi  pour  toutes  les  directions  possibles  x' ,y\  z'. 


398  JOUKNAI.  DE  iMATlIEMATlQUES 

gai  rapprochement  moléculaire  en  divers  sens  doit  influer  sur  la  gran 

dcur  des  élasticités  directes  a.,.^..i.^.  =  ^-^  comme  elle  indue,  bien  cer- 

laincment,  sur  celle  des  autres  élasticités,  dites  latérales^  3^.j.jr~  T^' 

ou  langentielles,  a.r,  j^  =  ^  >   etc.,   puisque,    sans    les    inégalités    au 

moins  de  celles-ci  en  divers  sens,  Its  formules  ne  donneraient  pas  de 
double  réfraction.  Un  milieu  ne  |)eut  être  élastique  et  vibrant  si  ses 
parties  n'agissent  pas  les  unes  sur  les  autres,  et,  quelque  soit  le  mode 
de  leur  action,  il  n'est  pas  possible  d'imaginei-  qu'elles  engendrent  des 
élasticités  directes  parfaitement  égales,  lorscpi'il  y  a  une  inégalité  de 
contexture  qui  rend  inégales  les  élasticités  latérales  ou  tangentielles. 

La  double  réfraction  est,  par  tous  ces  motifs,  incompatible  avec  les 
quartorze  conditions  (87)  de  l'exacte  trafisversaliié  (\ei>  niouvemenls 
moléculaires  du  fluide  étliéré,  ou  de  leur  constant  et  rigoureux  parallé- 
lisme aux  plans  des  ondes  qui  s'y  propagent  sans  altération,  jK)ur 
toutes  les  directions  que  ces  plans  peuvent  affecter  dans  un  milieu 
transparent.  Ces  conditions  ne  font,  au  demeurant,  qu'exprimer  Viso- 
fropie  de  tout  milieu  où  elles  sont  remplies,  et  par  conséquent  son 
Tiniréfringence. 

20.  Siti'  la  manière  de  présenter  rii^ouieiisenient  la  théorie  de  la 
lumière.  —  Puisqu'il  faut  renoncer  à  regarder,  avec  Green,  comme 
possible  l'exact  parallélisme  des  vibrations  lumineuses  aux  ondes  pla- 
nes qui  se  propagent  dans  l'intérieur  d'un  corps  doué  de  la  double 
réfraction,  comment  expliquer  la  conformité  de  toute  une  série  de 
phénomènes  avec  les  lois  que  le  génie  de  Fresnel  lui  a  révélées,  et 
qu'il  a  reliées  par  une  théorie  construite  en  admettant  à  priori  ce  pa- 
ralléhsme  jusque  dans  les  cristaux,  quoique  l'expérience  ne  le  montre 
que  dans  l'air;  et  comment  déduire  ces  mêmes  lois  de  l'analyse  plus 
rationnelle  qui  vient  d'être  exposée  ? 

L'objet  de  notre  travail  ne  nous  impose  point  de  répondre  à  cette 
question,  si  importante  pour  les  physiciens.  Il  devrait  nous  suffire 
d'ajouter  que  quand  bien  même  une  réponse  complète  se  ferait  long- 
temps attendre,  ce  ne  serait  pas  une  raison  de  s'arrêter  à  une  théorie 
reconnue  défectueuse  dès  son  apparition,  et  encore  moins  de  faire  fié- 
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chir  illogiquemenf,  pour  s'en  rapprocher,  une  analyse  j)liis  juste  dans 
ses  bases,  telle  que  celle  qui  se  fonde  sur  les  équations  de  l'élasticilé. 
Et  si,  au  lieu  de  l'onde  de  Fresnel,  cette  analyse  exacte  ne  j)ouvait 
fournir  qu'une  surface  plus  compliquée,  dont  on  ne  sût  représenter 
par  une  équation  qu'une  polaire  réciproque  [voyez  le  numéro  suivant^, 
ce  serait  sur  cette  dernière  qu'il  conviendrait  d'étudier  la  marche  des 
ondes  planes  et  des  rayons  réfractés,  en  en  faisant  ensuite  voir  l'accord 
seulement  approché  avec  ce  qu'a  déterminé  Fresnel. 

Mais  quelque  chose  de  plus  simple  est  possible,  et  est  même  tout 
trouvé.  Les  conditions  Green  et  la  supposition  de  rigoureuse  transver- 
ifl//fe  qu'elles  énoncent  ne  sont  nullement  nécessaires  pour  obtenir, 
même  exactement,  la  surface  d'onde  de  Fresnel,  qui  résume  en  quelque 
sorte  la  partie  la  mieux  confirmée  de  ses  immortelles  découvertes.  On 
obtient  cette  surface  en  posant  des  conditions  moins  nombreuses,  plus 
générales,  exprimant  des  relations  qui  n'ont  rien  que  de  plausible  et 
de  conforme  même  à  ce  que  fournissent  très-approximativement  d'au- 
tres considérations,  et  qui,  loin  d'entraîner  l'isotropie,  laissent  sub- 
sister, à  tel  degré  qu'on  veut,  l'inégalité  si  probable  et  on  peut  dire 
certaine  des  élasticités  directes  dans  deux  ou  trois  sens  principaux;  en 
un  mot,  671  revenant  aux  résultats  des  premières  recherches  de  Cau- 
chjj  présentées  en  i83o,  sauf  à  en  changer  un  peu  la  forme  et  à  y 
ajouter  quelques  développements,  et  ensuite  à  emprunter  à  ses  tra- 
vaux ultérieurs  et  à  ceux  de  ses  émules  ce  qui  est  relatif  au  calcul  des 
quantités  de  lumière  réfléchies  et  réfractées,  ainsi  qu'à  l'explication, 
peut-être  à  compléter,  des  phénomènes  de  dispersion  et  autres  dont  le 
Mémoire  fondamental  de  i83o  ne  s'occupait  pas  encore. 

Si  les  travaux  de  Cauchy,  souvent  cités,  mais  pas  assez  étudiés,  et 
qui  n'ont  jamais  eu  de  réfutation  quoiqu'il  en  ait  lui-même  provoqué 
la  critique  [*],  n'ont  point  passé  dans  l'enseignement,  ce  n'est  pas 
surtout^  nous  le  pensons,  en  raison  de  leur  forme  analytique,  dont  on 
serait  peut-être  parvenu  à  les  dégager,  ni  à  cause  de  ce  troisième  rayon 
à  vibrations  longitudinales  ou  presque  longitudinales  invisibles,  dont 
l'existence  est  indirectement  manifestée  dans  plusieurs  phénomènes  [**], 
et  que  les  physiciens  commencent  à  ne  plus  éluder.  C'est,  plus  proba- 


[*]   Comptes  rendus,  24  juillet  1848,  l.  XXVII,  p.  94. 

[**]  Comptes  rendus,  18  décembre,  p.  622;  et  aussi  les  Mémoires  cités  de  Green. 
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blenuMit,  à  cause  tie  la  forino  d'apparonco  compliquée  et  bi/arre  de- 
ces  quatre  relations  cjue  Caucliy  impose  eiilie  les  coelticienls  d'élasti- 
cité comme  condition  pour  arriver  aux  résultats  de  Fresnel. 

Mais  si  nous  prouvons  que  ces  relations  (n"  23  ci  après),  dont  celles 
de  Green  no  sont  qu'un  cas  très-particulier,  ne  diffèrent  pas  sensible- 
ment de  celles  (57)  de  la  distribution  ellipsoïdale  des  élaslicilés,  du 
n*^  15,  distribution  si  naturelle  et  qui  doit  appartenir  sensiblement 
(n"  IG)  aux  corps  ou  aux  milieux  dont  l'isolropie  a  été  altérée  par  des 
condensations  iné<;al<^s  en  divers  sens;  (ju'ainsi  elles  doivent  exister 
d'une  manière  ou  exacte  ou  exliémement  approchée  dans  Tétlier  à 
l'état  où  il  se  trouve  entre  les  molécules  des  corps  transparents  biré- 
fringents, alors  le  lien  entre  la  ihéoric  de  Fresnel  et  la  théorie  ration- 
nelle, instaurée  par  Cauchy,  aura  été  trouvé,  et  rien  ne  s'opj)osera 
plus  à  ce  qu'on  s\Tppuie  généralement  sur  cette  dernière,  susceptible, 
au  reste,  comme  on  va  voir,  d'être  présentée  sans  invoquer  explicite- 
ment la  loi  controversée  des  actions  moléculaires,  et  sans  admettre 
par  conséquent,  entre  les  coefficients,  les  égalités  complémentaires  (8) 
dont  un  certain  nombre  de  géomètres  refusent  de  reconnaître  la  réalité. 

21.  Suite.  Equation  de  la  sur/ace  polaire  réciproque  fie  celle 
fi  onde  courbe.  —  Remarquons  d'abord  que  si,  lorsque  les  vingt  et  un 
coefficients  d'élasticité  sont  absolument  quelconques,  l'équation  de  In 
surface  d'onde  courbe,  touchée  à  un  instant  donné  par  toutes  les 
ondes  planes  qui  passaient  par  son  centre  à  un  instant  antérieur,  est 
impossible  à  établir_,  il  n'en  est  pas  de  même  d'une  autre  surface 
courbe,  considérée  par  Cauchy  dès  i83o,  et  sur  laquelle  on  peut  étu- 
dier aussi,  comme  on  a  dit  tout  à  l'heure,  la  propagation  de  la  lumière 
et  les  circonstances  de  sa  réfraction. 

C'est  la  surface  appelée,  dans  des  Mémoires  ultérieurs,  caractéris- 
tique par  le  même  Cauchy,  surface  fies  lenteurs  donde  [wave-slowness] 
par  sir  W.  Hamilton,  et  surface  de  réfraction  ou  plutôt  surjace-index 
ou  des  indices  (parce  que  ses  rayons  vecteurs,  inverses  des  vitesses, 
donnent  par  cela  seul  les  indices  de  réfraction)  par  M.  Mac-Cidlagh  [*J, 
qui  a  reconnu  qu'elle  n'était  autre  chose  que  la  réciproque  (polaire 

[*J  On  tlic  Laws  of  crystalline  Reflexion  and  Rrfraction  [Transactions  of  Irisli  So- 
ciety, vol.  XVIII,  p.  38). 
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réciproque  par  rapport  à  une  sphère  x-  -h  j^  -h  z'  =  \)  de  h  surface 
d'onde  courbe. 

L'équation  de  cette  surface  réciproque  est,  en  coordonnées  polaires 
ou  sphériques,  simplement  l'équation  (92)  du  troisième  degré  en  V^ 
en  y  regardant  ^  comme  représentant  la  longueur  de  son  rayon  vec- 
teur, et  /,  /7Z,  n  (qui  entrent  au  second  degré  dans  les  sextinômes  P, 
A,  B,...,  F)  comme  les  cosinus  des  angles  de  ce  rayon  avec  trois  axes 
rectangulaires;  d'où  résulte  qu'en  divisant  tous  les  termes  par  ^'^\^  et 
en  appelant 

I  P',     A',     B',     C,     D',     E',     F', 

(   ce  que  deviennent       P,       A,       B,       C,       D,       E,       F, 

lorsqu'on  y  divise  tous  les  coefficients  a  par  la  densité  p  et  qu'on  y 
remplace  /,  7W,  n  par  .r,  j^  z,  l'équation  de  cette  surface  du  sixième 
degré  eu  coordonnées  ordinaires  est 

I       (A'  +  P'  -  i)  (B'  +  F  -  i)  (C  -+-  P'  -  1)  - 
(106)  _D'-(A'+P'- i)j-z--E''(B'-hF- i)z2.r-- 

(  -F=(C'+P'  -  i)x-7-  +  2D'E'F'a:=j-z.-  =  o. 

En  effet,  les  rayons  vecteurs  de  cette  surface  ayant  des  grandeurs  -■> 

sont  les  inverses  des  perpendiculaires  de  même  direction  (/,  772,  n)  abais- 
sées du  centre  sur  les  plans  tangents  à  la  surface  inconnue  de  l'onde 
courbe,  puisque  ces  perpendiculaires  ont  pour  longueurs  les  espaces  V 
parcourus  au  bout  de  l'unité  de  temps  par  les  ondes  planes  correspon- 
dantes. Or,  c'est  bien  la  propriété  caractéristique  d'une  surface  polaire 
réciproque  de  celle-ci  par  rapport  à  une  sphère  de  rayon  =  i[*].  L'onde 

[*]  Rappelons  en  effet  qne  si  DACB,  NNM,  nnm  sont  les  coupes,  par  un  même 

^_____^__^^    .  plan  mené  du  centre  commun  O,  de  la  sphère,  d'une  nappe 

/■^^'^^^-ÀT^C^^V        de  la  surface  d'onde,  et  de  la  nappe  correspondante  de  la 

/        I     Y         ^m'^  '     >!>]   surface  (106)  qui  a  ses  rayons  vecteurs  Om  inverses  des 

(         I  '^  l\  1/  perpendiculaires  OP  =  V  de  même  direction,  abaissées  de 

\       \  ^\  /    /b     /      O  sur  les  plans  tangents  MP  à  l'onde,  le  point  m  se  trouvera 

x^^^^O — -^-^  ^/  il  l'intersection  de  OP  avec  la  ligne  de  jonction  AB  des 

— —""'^^  points  de  contact  des  deux  tangentes  menées  de  P  au  grand 

cercle   de   coupe    de    la   sphère,    dont   le    rayon    est   supposé   égal    à    l'unité;    car 

Tome  VIII  (2*  série).  —  Décembre  i863,  3  I 
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courbe  est,  réciproquement,  polaire  de  cette  surface  (io6),  eu  sorte  que 
leurs  particularités  sout  symétriques  [*],  et  l'ou  peut,  quels  que  soient 
les  vingt  et  un  (ou  quinze)  coefficients  cl  élasticité  aj-^-i.,,  etc.,  ainsi  que 
les  composantes  p^^,.  des  pressions  antérieures  aux  ébranlements,  étu- 
dier sur  la  surface  (i  06)  les  diverses  circonstances  de  la  propagation 
des  ondes  planes  et  de  la  marche  des  rayons  qu'engendrent  leurs  in- 
tersections mutuelles. 

22.  Suite.  Décomposition  possible  de  cette  surface ^  et  de  celle  de 
ioiidc  elle-même,  en  un  ellipsoïde  et  une  surface  du  quatrième  degré'. 
—  Poursuivons  l'emprunt  fait  à  l'analyse  de  Cauchy,  mais  en  la  modi- 
fiant et  en  nous  abstenant,  comme  nous  avons  dit,  de  supposer  entre 
les  coefficients  les  égalités  complémentaires  controversées  (8)  qui  ré- 
sultent de  ses  calculs,  et  en  maintenant  par  conséquent,  pour  une 
contexture  à  trois  plans  de  symétrie,  la  seule  qui  soit  à  considérer 
|)our  l'éther,  neuf  coefficients  indépendants  que  nous  désignerons, 
comme  au  n"*  12,  par  (48) 

{107)  d   =   'iyzyz-,  ^  =  'hxzx-,         I  =  «'.rran 

'    d'  —  ;i  e'  =  a  f '=  a 

Il    —  "yyzzi  ''     —  "zzJ•J:^        *    —  "xxyy 

L'équation  du  troisième  degré  (92)  en  V^,  qui  est  pour  ce  cas 

{aP  -\-  un-  H-  en-  -h  P  -  pY-)  (f/-  h-  bm^  H-  d/r  +  P  -  pY'')  x 

x(e/^H-d/;2-+  cn'^-h  P  —  p\"^)  — 

-  (d  4-  d'Y[iiP  H-  f  m^  +  en'  -f-  P  -  pY^jrn'^n'- 

-  (e  +  e')-(fZ^  -+-  hm^  -h  d/r-+-  P  -  pY')nH-  - 

-  (f  -hi')-{eP  +  dm-  -h  en- -h  "P  -  pY,)n m'^ 
-h  2{à  -{-  d'){e  +  e'){ï  -{-  {')Pm- n'  =  o, 

— 2 

0A=  i  =  Om  X  OP  prouve  que  A  m  est  perpendiculaire  à  OP;  m  est  donc  bien  le 
pôle  du  plan  PM  par  rapport  à  cette  sphère. 

[*]  Cette  propriété  paraît  n'avoir  rien  de  commun  avec  celle  que  possède  l'onde  de 
Fresnel  ou  la  surface  (120)  ci-après,  d'être  sa  propre  polaire  réciproque  par  rapport  à 

un  ellipsoïde  - — | 1 r  =  i  fl8*  Leçon  sur  P  Élasticité,  de  M.  Lamé). 

or:        en        ab  ^  '  ' 
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peut  être  écrite,  en  changeant  les  signes,  sous  la  forme  suivante  (109), 
comme  il  est  facile  de  le  vérifier  par  mi  développement  comparatif  du 
premier  terme  de  l'équation  (108)  et  de  la  partie  de  l'équation  (109) 
étrangère  à  ses  quatre  derniers  termes;  et,  cela,  en  laissant  /,  m,  n  quel- 
conques ou  sans  avoir  besoin  de  les  supposer  liés  par  /^  -h  m^  -^ji"^  —  i  : 


iP 


{109] 


/  H- (ef/'-i-fdw' H- de  «')(/'-+-/«'+ «^)  | 

—  [(b  —  d)(c  —  d)  —  (d  -I-  d')=](a/'+  fw=  -+-  e/^'  +  P  —  p V=)w=/?' 

—  [(c  — e](a-  c)  —  {e-he'y]{(P-hhm'-\-dn'-\~V  —  p\^)n^  P 

—  [(a  —  f)(b  — f)  —  (f -f-r)=](c/^4-d/?2'-i-  crt^-+-  P_pV=) /'///' 

+[(a— e)(b  — f)c— d)-4-(a— f)(b-d)(c— e)— 2(d-fd')(e  +  e')(f+f')]/2/n'«=  =  o. 

Elle  donne  immédiatement  les  trois  systèmes  suivants  de  valeurs  des 
carrés  des  vitesses  de  propagation  pour  des  plans  d'onde  perpendicu- 
laires aux  coordonnées  : 

a-f-P     e-f-P     f-f-P 
V^  = 5  •>  pour   /=i,    in  =  0,    /2  =  o    (ondes  perp.  aux  x), 


I  10 


5 

p 

0 

0 

b  +  P 

f-hP 

d-}-P 

P 

P 

P 

c  +  P 

d-t-P 

e  +  P 

V'"*  =  •)    5 pour   1=0,    m=  ï,    n=0   (ondes  perp.  aux  J-), 

f  c  +  P     d  -t-  P     e  +  P 

V-= 5    5   pour   /  =  o,   /;/  =  o,    n=l      ondes  perp.  aux  z). 

\  P  P  P  \  L        r  , 

Comme  elle  représente  la  surface  réciproque  de  celle  d'onde  quand 

-  est  le  rayon  vecteur  et  Z,  m,  n  sont  les  cosinus  de  ses  angles  avec 

trois  axes  fixes,  surface  représentée  aussi  en  coordonnées  ordinaires  par 
la  même  équation  lorsqu'on  y  remplace 

V^  par    I,      et      /,    w,    n   par   X,  J^   S, 

la  coupe  de  cette  surface  réciproque  par  le  plan  des  yz^  pour  lequel 

Z=  o     ou     jc  =  o, 
sera,  quand  il  y  aura  entre  les  coefficients  b,  c,  d,  d' la  relation 

(b-d)(c-d)=(d  +  d')% 

représentée  par  la  première  ligne  de  l'équation  (109)  égalée  à  zéro,  ou 

5i.. 
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par  l'équation 

Cette  coupe  se  composera  pai-  conséquent  de  trois  ellipses  (et  niènie 
deuxellipses  et  un  cerclesi  la  pression  primitiveP=/î",./*4-p"^  /^^'^-f>ll/^" 
est  égale  dans  tous  les  sens  également  inclinés  sur  les  .r,  ou  si  Pjj=  p%)- 

Comme  les  coupes  diamétrales  principales  d'une  pareille  surface  et 
de  sa  polaire  réciproque  sont  elles-mêmes  polaires  réciproques  Tune 
de  l'autre  par  rapporta  un  cercle  concentrique  de  rayon  =  i,  la  coupe 
de  la  surface  d'onde  par  le  plan  j'z  se  composera  également  d'une  el- 
lipse pour  la  nappe  donnant  dans  les  sens  j'  et  z  des  vitesses  de  pro- 
pagation de  vibrations  longitudinales  produites  par  les  élasticités  di- 
rectes b,  c,  et,  pour  les  deux  autres  nappes,  donnant,  dans  les  mêmes 
sens,  des  vitesses  de  propagation  de  vibrations  transversales  dues  aux 
élasticités  tangentielles  d,  e,  f,  une  ellipse  et  un  cercle  (toujours  si  P 
ne  dépend  que  de  /)  comme  la  surface  deFresnel. 

Deux  autres  conditions  ou  relations  analogues  donneront  des  coupes 
elliptiques  ou  circulaires  par  les  plans  zx  et  jrj". 

Si  toutes  trois  sont  remplies  et  si,  en  outre,  le  dernier  terme  de 
l'équation  (109)  s'annule,  c'est-à-dire  si  l'on  a  à  la  fois 

I   (b-d)(c-d)  =  (d-f-d')=,      (c-e)(a-e)=(e+e')% 
'^"^^    I  (a-f)(b-f)  =  (f-4-f')% 


(iis; 


(a  _  e)  (b  -  f)  (c  -  d)  +  (a  -  f)(b  -  d)(c  -  e) 
=.2(d-hd')(e-hc')(f4-P), 


l'équation  (109)  de  la  surface  réciproque  de  l'onde  se  réduit  à  la  pre- 
mière ligne.  Cette  surface  se  compose  en  conséquence 

!  D'un  ellipsoïde    P  -i-  a  P  -\~hm* -{- en'' =  p\\ 
et  d-unc  surface     \  (pV— P)'- [(e-h  f)/^-f-(f  +  d)TO»4-(d +e>'](pV'- P)  + 
du  quatrième  degré  I  +  (ef/' +  fd/n' -f- den')  (/' +  w' +  rt')  =  O, 

dont  les  équations,  toujours  en  coordonnées  polaires,  si  la  pression 
primitive  P  =  p^j.P  -\-  p^yin^  -f-  . . .  est  constante  =  p^^  =  p^^  =  p%^ 
c'est-à-dire  si  elle  est  indépendante  de  Z,  m,  n,  ou  égale  en  tous  sens, 
peuvent,  en  représentant  ainsi  les  carrés  des  vitesses  de  propagation 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  4o.') 

principales 


(iï5)  < 


<l4-P           2         e  +  P         j^         f+P 
=  a-* ,      =  0- ,      — —  =  c 


.2 


J 


(1.8) 


être  écrites,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier  pour  la  seconde  en  la 
développant, 

l  JH~ -i-  B- m^ -\-  C-n^  =Y\ 

(,  i6)  V*  -  [i^^  -I-  C-)  /-  +  {c'  +  a')m^  +  {a-  ^-  b-)?r]Y^-  + 

(  ■+■  {b-  c"^  P  -+-  c-a-nr  +  a-¥ n'^)[L-  -\-  m- +  ir)  =  o; 

ce  qui  donne,  en  coordonnées  rectangles,  en  divisant  par  V-  et  \%  et 
mettant  .r,  j^  z  pour  les  trois  projections  orthogonales  ^l,  -  m,  -,  ii 

du  rayon  vecteur  -  ; 

(117)  J-x'^B''  f^  CH^  =  i, 
{x-  -h  j'  +  z-){b- cKt""  -h  c- a""  j-  -^a^'b-z^)- 

-  [b-  -f-  c-)x-  -  [e  +  a})y''  -  {a-  +  b')z'  -f-  i  =  o. 

La  surface  d'onde,  polaire  réciproque  de  la  double  surface  (i  i  7), 

(118)  se  composera  de  même  d'un  ellipsoïde  et  d'une  surface  du  qua- 
trième degré  dont  les  équations  s'obtiendront  en  mettant 

2'     'b'    é'     ~a      V     ~c       '''«P'«^^^^^       ^'     ^j      C,     a,     b,     c, 

car  on  a  reconnu  que  la  surface  du  quatrième  degré  (118)  partageait 
avec  toute  surface  du  second  degré  pourvue  de  centre  la  propriété  de 
fournir  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à  une  sphère  concentrique  de 
rayon  i  lorsqu'on  change,  dans  son  équation,  les  trois  paramètres  en 
leurs  inverses  [*].  lien  résultera,  pour  l'onde, 

i       [X--hj--{-z-){a''x^-{-b^j^-^c''z-)~ 
('^^^     \  —(^b'+  c')a'x'-  -  {c'  +  a')b'j--  {a^'-h  b')c'z'+  a'b'c'=  o. 


[*]  On  connaît  l'ingénieuse  démonstration,  en  partie  synthétique,  nnais  encore  coui- 
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On  a  ainsi, lorsque  les  relations  (i  i-a),  (i  i3)  de  Caiicli\  existent  entre 
les  neuf  coefficients  d  élasticité  du  milieu,  j)our  Tonde  courbe,  un 
('Uipsoïdc  (i  19)  et  la  surface  d'onde  (120)  de  Fresnel. 

25.  E.rninen  des  coîiditious  trouvées  pcir  Cauchy  pour  ijiic  I  équa- 
tion de  l'onde  courbe  se  décompose  en  deiux  autres  dont  l'une  donne  la 
surface  de  Fresnel.  —  Observons  d'abord  que  ces  quatre  conditions 
(lia),  (il 3^  coni|)reiuient  comme  cas  piirticnlier  les  conditions  (87) 
de  Green:  car  celles-ci,  pour  un  milieu  à   trois  plans  de  symétrie,  se 


|>!iquée,  qu'a  donnée  M.  Mac-Cullagh  (Mémoire  cite,  p.  33)  cîe  cette  remarquable  dé- 
|)endance  réciproque  de  la  surface  (i  18)  et  de  la  surface  (i?.o)  de  Fresnel,  démonstra- 
tion qui  a  été  encore  plus  detjagée  de  calcid  par  M.  Plucker  [Journal  de  ('relie,  t.  XIX, 
i83g,  p-9i)-  Li»  démonstration  analytique  la  plus  simple  que  nous  eu  connaissions 
est  celle  que  Cauchy  a  donnée,  non  pas  au  Mémoire  de  i83o,  où  il  se  borne  au  seul 
cas  de  différences  très-petites  entre  les  trois  paramètres  rt,  b,  c,  mais  au  §  111  d'un 
Mémoire  sur  la  polarisation  rcctilignc  et  la  double  réfraction,  du  ?.o  mai  i83i),  inséré 
au  tome XVIII  (1842)  des  Mémoires  de  l'Institut. 

Nous  avons  présenté,  au  reste  [Comptes  rendus,  i-j  août  i863,  t.  LVII,  p.  387),  des 
observations  sur  le  §  l"  de  ce  même  Mémoire,  où  Cauchy,  pour  montrer  que  son  ana- 
Ivse  s'adaptait  à  diverses  opinions,  a  cru  pouvoir  faire  aux  partisans  de  la  perpendicula- 
rité  des  vibrations  aux  plans  de  polarisation,  jusque-là  combattue  par  lui,  une  concession 
qui  nous  paraît  impossible,  car  elle  consiste  à  prendre,  pour  établir  l'équation  (118), 

Pl.  -H  *'  _  ri   +  f   _       .,  Pr.r  +  f  _  ri  -^  ''    _    ,  ,  l^%_±_^   _  P"'  ^^  ^  __ 


ce  qui  exigerait  entre  les  coefficients  d'élasticité  tangentielle  d  =  a^j^j,  e  =  d:j:i;,, 
{=axyxx  dans  les  trois  sens,  et  les  trois  composantes/;»"  des  pressions  qui  sont  anté- 
rieures aux  vibrations,  ou  qui  ont  lieu  à  l'intérieur  d'un  cristal  dans  l'état  de  repos, 
les  relations  singulières  suivantes 

qu'on  peut  hardiment  regarder  comme  ne  pouvant  pas  exister;  car  les  pressions  de 
l'ether  dans  l'étal  naturel  à  l'intérieur  d'un  cristal  doivent  se  régler  d'après  les  pres- 
sions de  l'éther  qui  l'environne,  et,  si  elles  offrent  en  divers  sens  quelques  différences, 
elles  ne  peuvent  être  constamment  égales  à  celles  des  coefficients  d'élasticité  dans  ces 
mêmes  sens. 
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réduisent  aux  cinq  suivantes 

(121)  ;i  =  b  =  c  =  2  d  -h  d'  =  :>.  e  -h  (;'  =  u  ("  -h  P, 

qui,  introduites  dans  les  quatre  équations  Cauchy  (112),  (11 3),  y  satis- 
font identiquement.  Il  suffit  même  de  faire  b  =  c  dans  la  première 
pour  que  cela  entraîne  b  =  ad  H-  d',  et  réciproquement. 

Quelle  que  soit  la  signification  intrinsèque  de  ces  conditions  ou  re- 
lations, il  vaut  évidemment  mieux  les  admettre  entre  les  coefficients 
que  les  conditions  ou  relations  Green  (87)  pour  obtenir  l'onde  de 
Fresnel,  supposée  foiuniie  par  l'expérience,  car  elles  sont,  comme  on 
a  dit,  moins  nombreuses,  plus  générales,  compatibles,  non-seulement 
avec  les  égalités  d  =  d',  e=  e',  f  =  f  que  fournit  le  calcul  des  forces 
moléculaires,  et  aussi  avec  tout  autre  rapport  que  l'égalité  entre  d' et 
d,  e'  et  e,  f  et  f  si  on  le  croit  possible,  mais  aussi  avec  des  rapports 
mutuels  quelconques  entre  les  grandeurs  a,  b,  c  des  trois  élasticités 
directes  principales;  en  sorte  qu'elles  n'entraînent  pas^  comme  les 
conditions  Green,  l'égale  élasticité  en  tous  sens,  d'où  (n°  19)  l'im- 
possibilité de  la  double  réfraction  ou  de  toute  surface  d'onde  autre 
que  la  sphère. 

Mais  examinons  ce  que  sont  en  elles-mêmes  ces  conditions  (ii'-i), 
(1 13)  de  Cauchy. 

Nous  avons  vu  (n^  15)  que  lorsqu'on  a  les  suivantes  (67) 

(i'^2)  2  d  H- d' =  v'bc  j      2 e -I- e' =  v^ca  ,      af -f- f  =  \/ab, 

les  élasticités  directes  se  distribuent  autour  de  chaque  point  suivant 
une  loi  ellipsoïdale  simple  et  entraînant  des  propriétés  particulières  et 
remarquables,  et  que  ce  mode  de  distribution  est,  ou  exactement  ou 
à  cela  près  de  quantités  du  second  ordre  qui  sont  négligeables  quand 
les  élasticités  a,  b,  c  ne  diftèrent  pas  trop  considérablement  entre 
elles,  le  mode  qui  doit  avoir  lieu  dans  les  corps  primitivement  isotropes 
dont  on  a  rapproché  inégalement  les  molécules  en  divers  sens  par  des 
compressions  permanentes,  ou  par  la  trempe,  l'étirage,  etc.,  c'est-à-dire 
généralement  dans  les  corps  amorphes  ou  à  cristallisation  confuse. 

Or,  tous  les  physiciens  admettent  que  cet  état  moléculaire  est  celui 
où  se   trouve  l'éther  dans   l'intérieur  des  divers  corps   transparents 
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biréfVingenls.  En  effVt,  i"  un  cristal  dont  la  forme  primitive  est  un 
cube  ou  tout  autre  polyèdre  régulier  ne  produit  pas  la  double  réfrac- 
tion, en  sorte  que  Téther  contenu  doit  y  être  isotrope  comme  dans 
l'air;  i°  si  l'une  des  coupes  du  cristal  est  un  polygone  régulier,  tout 
s\  passe  de  la  même  manière  autoiu"  des  perpendiculaires  à  celte 
coupe,  et  le  cristal  est  à  un  axe  ;  3**  enfui,  quelque  grande  que  soit  la 
variété  des  autres  formes  cristallines,  elles  n'offrent  qu'une  seule 
deuxième  espèce  i\i}  biréfringence,  dite  à  deux  axes,  comme  celle 
que  présente  le  verre  comprimé  inégalement  dans  deux  sens. 

Comparons  donc  l'une  des  relations  (112),  la  première  par  exemple, 
avec  la  première  (12a)  qui  contient  les  mêmes  lettres.  Si  nous  faisons, 
comme  au  n"  15, 

(I 

cT'  =  '' 

rapport  qui  est  =1  quand  on  admet  les  résultats  du  calcul  des  actions 
moléculaires,  et  si  nous  appelons  d,,  da  les  valeurs  de  d  tirées  de 
réquation   (112)  (b  —  d)  (c  —  d)  =  (d  +  d')-,  et  de  l'équation  (122) 

2d  -I-  d'=:  v'bc,  nous  avons 


123) 


1    _  —(!)-+-  c)-+-  \J\\)v[i  -H/)^-H(b  —  c)'  .     _    v^b 


?./(9.  4-') 


2 -h; 


d'où  l'on  déduit  facilement  que  le  rapport  de  d,  à  dj,  développé  sui- 

I          ■                il'  —  <' 
vaut  les  puissances  de  ■>  est 


I         /b  — cV  1         /b  — cy 


ou  ne  diffère  de  i  que  d'une  petite  fraction  du  carré  de Mais 

on  tire  directement  des  expressions  (i^S) 


b-c 
c 


que  pour                             b  =  I  ,  I  C,  b  =  I,9.5c,  b=r|,5oc, 

faisant      /=l       Ion    a      ^  —  '^■-OQOl^,  0,99689,  0,98777, 
ci  2 

i=zi                          0,99788,  0,99586,  0,9864», 

i  =  \                           0,99962,  0,99793,  0,99316. 
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D'où  il  suit  que  quelque  valeur  qu'on  veuille  attribuer  au  rapport 

d' 
«  =  J-'   et  pour  des  différences  même  très-notables  entre  les  élasticités 

directes  a,  b,  c  du  milieu  dans  les  trois  sens  principaux,  il  y  a  presque 
égalité  entre  les  deux  valeurs,  telles  que  d,  et  do,  tirées  des  conditions 
(112)  Cauchy  et  (122)  de  distribution  ellipsoïdale,  pour  chacune  des 
trois  élasticités  tangentielles,  telles  que  d,  dont  les  racines  carrées  sont 
proportionnelles  aux  vitesses  de  la  lumière  dans  les  trois  mêmes 
sens  [*], 

Et  on  peut  même  voir  que  les  valeurs  (79)  que  nous  avons  trou- 
vées   au    n°    16    pour    a^.^_rjr  =  a»    ^)ryy=^7    ^xya:y=^    ^11    foUCtioU     de 

trois  augmentations  permanentes  ^,  y,  y  des  distances  moléculaires  en 
trois  sens,  satisfont  tout  aussi  bien  (pour  /  =  i)  à  l'équation  (112) 
(a  — f)  (b  —  f)  =  4f^  qiik  l'équation  (122)  3f  =  yat);  car  la  substi- 
tution prouve  que  le  premier  membre  de  (112)  ne  diffère  du  second 
que  de 

3  L        i  +  y        J    " 

qui  est  de  l'ordre  des  quantités  négligées  au  n°  16. 

Quanta  la  quatrième  condition  Cauchy,  ou  à  la  relation  (i  i3),  elle 
est,  avec  une  grande  approximation,  une  conséquence  des  trois  (112); 
car,  lorsque  celles-ci  sont  remplies,  on  déduit  de  leur  multiplication 
l'une  par  l'autre  que  le  produit  des  deux  termes 

(a-e)(b-f)(c-d),     (a  -  f)(b  -  d)  (c  -  e) 
du  premier  membre  de  l'équation  (i  i3)  est  égal  au  quart  du  carré  du 


b  -\~  c 
[*]  Nous  avons  vu  au  n°  13  que  si  l'on  a  2d  +  d'  = ,  il  en  résulte  une  autre 

espèce  de  distribution  ellipsoïdale,  mais  ne  donnant  pas  V intégrahilUé  reconnue  au 

b  +  c 
n°  15.  On  en  tirerait  d  =  — ■ •  En  appelant  dj  cette  valeur  de  d,  on  trouverait, 

•2(2-1-/) 

pour   î  =  i,    en  supposant   successivement   b  =  i,ic,    i,25c,    i,5c,    le    rapport 

-r^  =:  o , 99954 ,  0,99072,  0,96977.  Elles  sont,  quand  b  excède  i,ic,  moins  appro- 
dj 

chées  de  l'unité  que  les  rapports  de  d,  à  d,  tirés  de  ad  +  d'  =  ^bc. 

Tome  VIII  (i'  série). —  Décembre  i863.  02 
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second  membre,  d'où  il  suit  que  ces  deux  termes  sont  égaux  entre  eux 
et  à  (d  -t-  d')  (e  -f-  e')  (t  H-  f').  Or,  si  dans  l'égalité  qui  en  résulte 

(ia4)       (a-e)(b-f)(c-d)-(d-hd')(e-he')(f-4-f')  =  o 

d'  e'       f 

on  fait,  comme  tout  à  l'heure,  j»  et  aussi  -et  >  =  ^  ^-^  '  o"  remplace 

d,  e,  f  par  leurs  valeurs,  telles  que  celle  (itiS)  de  d,,  tirées  des  trois 
équations  (i  12),  valeurs  qui,  si  l'on  pose 


(125) 


h-c 


=  El 


c  —  a  ,       a  —  b 


=  £ 


=  £ 


sont,  étant  développées  suivant  les  puissances  de  £,  £.',  £", 

^~^L2+'"^2(2  +  /)  8(1  +  0    "^    l6(H-/)  •••]' 

e  =  a    — ^  H — ^ — -  —  ...5     f  =  b    — î— H -^ — rr  — ... 

L2H-/      2(2-+-/)        j  L^-+-/     2(24-/)        j 

l'on  trouve,  pour  le  premier  membre  de  l'équation  (ia4), 


8(2  +  0 


abc 


i±ii'(£4_e'_f-e")_-2i-(s'£"4-6"e+e£')-H£^-+-e'^-l-Ê" 
2  -4-  /■  ^  '       2  -f-  J  ^  ' 


-}-  termes  du  troisième  ordre  en  e,  e',  s" 
Mais  les  équations  (laS)  donnent 

(,26) 


(1  +ê)  (1  +  €')(l  +  £")  =  I,    d'où 

£  +  £'-!-£'■=:—  (e'e"  -+-  i"î-\-  ££')  —  ££'£"  ; 


substituant,  il  vient  pour  ce  même  premier  membre  de  l'équation  (i  24), 
en  n'écrivant  pas  les  termes  du  troisième  ordre  : 

abc  multiplié  par  (e  +  £'  -4-  £")"    <]ui  est  du  quatrième  ordre  d'après 


8(2  +  /) 


la  valeur  de  £  +  £'-+-  s."  qu'on  vient  d'écrire. 
Les  deux  membres  de  la  quatrième  équation  de  condition  (n3) 
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donnée  par  M.  Cauchy  ne  diffèrent  donc  entre  eux  que  de  produits 
généralement  négligeables. 

Aussi,  en  faisant  dans  l'équation  (i  i3) 

a  =1,4»  b  =  i,2,  c  =  i,      avec     /  =:  i      ou      d  =  d',  e  =  e',  f=f' 

et 

6  =  0,391623,    f  =  o,43i4o8, 

valeurs  fournies  alors  par  les  deux  dernières  équations  (i  12),  on  tire 
de  cette  équation  (i  i3) 

d  =2  0,364375, 

qui  diffère  à  peine  de  0,364390  déduite  de  la  première (i  12)  pour  les 
mêmes  suppositions.  Et,  si  l'on  fait 

a=:i,2,     b  =  i,i,     c=i,     d'où     6=0,364390,     f=  0,382790, 

on  tire  de  l'équation  (ii3) 

d  =  0,349419 

sensiblement  égal  à  o, 3494^45  déduit  de  (112). 

Les  conditions  Cauchy  (112),  (1 13)  expriment  donc  trés-approxima- 
tivement,  et  peut-être  presque  exactement  (vu  qu'il  n'est  pas  impos- 
sible que  les  termes  d'ordre  supérieur  en  D,  5',  y  négligés  au  n*^  16,  et 
dont  la  grandeur  dépend  de  la  fonction  inconnue  y(r),  compensent 
ceux  de  même  ordre  qu'on  néglige  ici),  l'état  réel  des  élasticités,  en 
divers  sens,  du  fluide  éthéré  dans  l'intérieur  des  corps  transparents  non 
isotropes  ou  isophanes. 

24.  Conséquences  et  conclusion  de  ce  paragraphe.  —  On  voit  que 
la  surface  du  quatrième  degré  dont  l'importante  découverte  est  due  à 
Fresnel,  et  dont  MM.  Hamilton,  etc.,  ont  étudié  les  particularités  avec 
leurs  conséquences  singulières  que  l'expérience  a  confirmées  si  admi- 
rablement, peut,  sans  contredire  aucunement  la  théorie  mathématique 
due  à  Cauchy,  continuer  de  servir  à  déterminer  la  marche  de  deux 
des  trois  systèmes  d'ondes  planes,  ou  celle  des  deux  rayons  éclairants. 
Cette  théorie  de  Cauchy,  rationnellement  fondée  sur  les  équations  de 
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l'élasticité,  sera,  il  est  vrai,  \in  peu  moins  concordante  avec  celle  de 
Fresnel  en  ce  qui  regarde  les  directions  des  vibrations  éthérées,  et,  par 
suite,  \qs  (funritités  i\c  lumière  réfractées,  etc.,  qu'en  ce  qui  regarde  la 
marclie  des  rayons,  car,  d'après  elle,  lorsqu'un  faisceau  lumineux  aura 
passé  de  l'air  dans  un  cristal,  les  vibrations  primitivement  perpendicu- 
laires à  la  direction  de  ce  faisceau  y  seront  devenues  un  peu  obliques, 
sauf  pour  les  directions  où  les  élasticités  directes  sont  des  maxima  ou 
des  minima(n°'  10  et  18),  et  ne  redeviendront  exactement  transversales 
à  l'émergence  qu'avec  diminution  d'une  certaine  proportion,  changée 
en  vibrations  longitudinales  et  invisibles.  Ce  résultat  a  été  même  la 
matière  d'une  objection  contre  la  théorie  mathématique  qui  le  fournit, 
car  des  mesurages  ont  semblé  donner  l'égalité  entre  la  quantité  de 
lumière  reçue  sur  un  cristal  et  la  somme  des  quantités  qu'il  transmet 
en  deux  rayons,  et  qu'il  réfléchit  à  ses  faces  d'incidence  et  d'émergence. 
On  a  objecté  aussi  le  fait  de  l'invisibilité  du  troisième  rajon^  dont  les 
vibrations,   généralement   un  peu  obliques  dans  le  cristal,  doivent, 
à  sa  sortie,  se  changer  partiellement  en  vibrations  transversales  ou  lu- 
mineuses. Mais  Cauchy  a  répondu,  en  i83o  [*  j,  que  la  proportion  en- 
gendrée de  ces  dernières  vibrations  était  trop  faible  pour  faire  impres- 
sion, vu  que  le  degré  d'obliquité  des  vibrations  dans  le  cristal,  nul  pour 
les  directions  de  plus  grande  et  de  plus  petite  élasticité,  est  fort  peu 
considérable  pour  les  directions  intermédiaires  ;  et,  d'ailleurs,  des  re- 
cherches plus  particulières  qu'il  a  faites  depuis  (et  qui  seraient  à  com- 
pléter) sur  ce  qui  se  passe  tout  auprès  des  surfaces  de  séparation  de 
deux  milieux  transparents  paraîtraient  prouver  que  certains  exposants 
des  formules  peuvent  passer  de  l'imaginaire  au  réel,  ce  qui  change  cer- 
tains mouvements  périodiques  en  mouvements  rapidement  décroissants 
ou  évmiescents ,  comme   ceux  qui  ont  lieu   à  la  pénétration  dans  un 
corps  opaque,  etc.  Et,  à  l'autre  objection,  tirée  des  expériences  de 
non-déperdition  de  la  quantité  totale,  on  peut  très-bien  répondre  que 
des  vibrations  longitudinales  ou  invisibles,  envoyées  par  le  corps  lumi- 
neux en  même  temps  que  les  autres,  ont  dû  se  changer  partiellement 
en  vibrations  transversales  ou  visibles,  et  compenser  les  petites  pertes 


(*]   Bulletin  des  Sciences  (Feriissac),  t.  XIII,  n"  217,  p.  4^5. 
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de  celles-ci  [*],  au  degré  d'approximation  que  comportent  les  procédés 
photométriques,  toujours  imparfaits  malgré  leurs  perfectionnements 
récents,  surtout  quand  il  faut  recueillir,  pour  les  y  appliquer,  des 
rayons  plusieurs  fois  réfléchis  dans  l'intérieur  du  cristal,  etc. 

Il  n'est  pas  besoin  d'insister  sur  les  avantages,  on  peut  dire  la  néces- 
sité, delà  substitution,  dans  l'enseignement  d'une  branche  de  la  phy- 
sique, d'une  théorie  rationnelle  à  une  théorie  en  partie  inexacte  ou 
fondée  sur  des  hypothèses  offrant  entre  elles  des  contradictions.  Si  les 
faits  semblent  d'abord  y  cadrer  moins  bien,  on  devra  y  voir  seulement 
un  motif  de  se  livrer  à  des  recherches  plus  particuhères  qui  ouvriront 
peut-être  un  champ  nouveau  de  découvertes,  resté  inexploré  sans  cela  ; 
et  sans  doute  on  y  sera  aidé  par  l'étude  de  la  polaire  réciproque  de 
Tonde  à  trois  nappes  {caractéristique ,  index-surface^  wave-sLowness), 
utile  à  examiner  dès  à  présent  dans  ses  propriétés  et  particularités, 
ainsi  que  dans  les  conséquences  où  sa  considération  peut  conduire  [**]. 

Telles  sont  les  remarques  suggérées  par  l'étude  ci-dessus,  que  nous 


[*]  Bulletin  de  la  Société  Philomathique ,  22  décembre  i855,  ou  journal  l'In- 
stitut du  23  janvier  i856,  n"  i  i5i. 

[**]  Déjà  M.  Hau},'hton,  en  1846  [On  the  Equilibrium  and  Motion  of  Bodies,  Irish 
Society,  vol.  XXI,  Part  II,  a  indiqué  l'usage  de  cette  surface  réciproque  pour  con- 
struire les  trois  ondes  réfractées,  et  a  montré  (p.  182-X86)  que  quand  on  prend  pour 
plans  coordonnés  les  trois  plans  de  symétrie  que  le  milieu  offre  toujours,  chacune  de 
ses  trois  intersections  par  ces  plans  se  compose  de  trois  courbes  fermées  ayant  le  même 
centre  et  les  mêmes  deux  axes  de  symétrie,  courbes  dont  l'une  est  une  ellipse  et  dont 
les  deux  autres  sont  représentées  par  une  même  équation  du  quatrième  degré.  Celles-ci 
ne  se  coupent  jamais;  mais,  sur  un  des  trois  plans  (et  un  seul  par  la  raison  que  a,  b,  c 
sont  toujours  plus  grands  que  d,  e,  f),  l'une  d'elles  est  coupée  par  l'ellipse  en  quatre 
points  qui  sont  des  nœuds  ou  ombilics  analogues  à  ceux  de  la  surface  Fresnel,  et  qui 
conduisent  à  des  conséquences  si  bien  vérifiées.  La  seconde  courbe  non  elliptique  est 
entièrement  intérieure  aux  deux  autres  courbes  fermées,  et  elle  répond,  pour  l'onde,  à  la 

.      •                       /a  -t-P                /b-H  P 
nappe  entièrement  extérieure  dont  les  demi-axes  sont  1  / =  A,  1  / =  -Sj 

=  C,  et  qui  donne  les  vitesses  des  rayons  dont  les  vibrations  sont  exacte- 


/ 


P 

ment  longitudinales  quand  ils  sont  dans  les  directions  de  ces  axes,  et  presque  longitudi 
nales  quand  ils  sont  dans  les  autres  directions. 
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soiuurttoiis  aux  physiciens  et  aux  géomètres,  et  dont  plusieurs,  sans 
doute,  ne  leur  ont  pas  écliappé  [*]. 

^    V.   —  Distribution,   en  divers  sens,  des   modules   ou   coefficients 
d'élasticité  définis  à  la  manière  de  Yourig  et  de  Navier. 

25.  En  quoi  les  modides  di/Jcrent  des  élasticités  directes.  —  Sup- 
|)osons  que  d'une  petite  portion  d'un  corps  élastique,  ayant  son  milieu 
au  point  d'un  corps  dont  les  coordonnées  rectangles  sont  jt,  j",  z,  l'on 
extraie  im  prisme  très-mince  dont  les  arêtes  aient  la  direction  arbi- 
traire désignée  par  x'  ;  le  quotient 

d'iMie  force  de  traction  de  même  direction,  appliquée  et  uniformément 
répartie  aux  divers  points  de  ses  deux  bases,  et  dont  l'intensité  p  ou 
p^j^j  est  rapportée  à  l'unité  de  leurs  superficies,  divisée  par  la  propor- 
tion ;)^/ de  l'allongement  qu'elle  fera  subir  au  petit  prisme,  pourra  être 
pris  pour  mesure  de  l'élasticité  du  corps  au  point  (x,  j,  z)  dans  la 
direction  x'. 

C'est,  comme  on  sait,  le  module  ou  coefficient  d'élasticité  introduit 


[*]  Dans  des  Mémoires  présentés  les  5  décembre  1869,  16  janvier  1860  et  4  mars 
1861  (  Comptes  rendus,  t.  XLIX,  p.  888î  t.  L,  p.  i4'  >  t-  L'Ij  P-  ^gS),  et,  aussi,  dans 
un  ouvrage  publié  il  y  a  quelques  jours  [Essai  sur  la  théorie  de  la  Lumière),  M.  Briot, 
regardant  aussi  l'éther  comme  simplement  contracté  ou  dilaté  d'une  manière  inégale 
dans  les  corps  biréfringents,  conclut  comme  ci-dessus  à  ce  qu'on  ne  regarde  les  vibra- 
tions que  comme  quasi  transversales  et  quasi  longitudinales  au  passade  de  la  lumière  à 
travers  ces  corps,  bien  (]u'il  s'impose  pour  condition  d'arriver  exactement  à  l'onde  de 

Fresnel.  Il  croit  devoir  faire,  pour  atteindre  ce  dernier  but,  une  hypothcse/(r)  =  —  — 

sur  la  forme  de  la  fonction  de  la  distance  r  des  molécules  qui  représente  leurs  répul- 
sions mutuelles,  et  même  assigner  la  valeur  6  à  l'exposant  n;  nous  croyons  que  ce  qui 
précède  dispense  de  cette  supposition  hardie,  qu'il  lui  sera  peut-étie  difficile  de  faire 
accepter. 

M.  Emile  Mathieu,  dans  un  Mémoire  tout  récent  où  il  considère  la  surface  (4o) 
[Comptes  rendus,  9  février  i863,  t.  LVI,  p.  255),  conclut  aussi  à  conserver  l'onde  à 
vibrations  invisibles  (qu'il  regarde,  avec  Green,  comme  sphérique,  même  dans  les 
cristaux). 
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par  Young  et  par  Navier,  facile  à  évaluer  expérimentalement,  et  en- 
trant dans  toutes  les  formules  pratiques  de  l'extension  et  de  la  flexion 
des  pièces  solides  dont  la  longueur  excède  beaucoup  les  dimensions 
transversales. 

Ce  coefficient  E  est  différent  de  celui  que  nous  avons  appelé,  avec 
M.Rankine,  l'élasticité  directe,  savoir  a^/,^,^,^,  des  §§I1I,  IV  (n*"  5,  19), 
bien  qu'il  soit  aussi  quotient  d'une  pression  jP^/^-par  la  dilatation  cor- 
respondante c)^,  car  cette  dilatation,  lorsqu'on  veut  évaluer  a^^r^;/^^^/, 
est  supposée  la  seule  déformation  que  subisse  la  portion  de  corps  où 
on  la  considère,  tandis  que  lorsqu'on  étend  longitudinalement  un 
petit  prisme  isolé,  il  s'y  opère  naturellement  des  contractions  transver- 
sales et  même  quelquefois  des  glissements  intérieurs,  nécessaires  pour 
qu'il  n'y  ait,  sur  ses  faces  latérales  supposées  libres,  ni  pressions  nor- 
males, ni  pressions  tangentielles,  et  que  ses  bases  n'éprouvent  de 
pressions  ou  tractions  que  normalement. 

Le  module  E  est  aussi  le  nombre  qui,  divisé  par  la  densité  jO,  donne 
le  carré  de  la  vitesse  du  son  dans  le  prisme  isolé.  Si  ù  est  cette  vitesse, 
on  a 

(127)  E  =  pQ^; 

et  c'est  comme  loi  des  produits  p  D'^  que  Cauchy  a  calculé,  dans  un 
beau  Mémoire  [*],  les  relations  qu'ont  entre  elles  en  divers  sens  les 
valeurs  de  E. 

26.  Formule  et  surface  donnant  la  loi  de  variation  du  module 
d'élasticité  en  divers  sens.  —  Comme  les  faces  du  petit  prisme  tiré  dans 
la  direction  a/  ne  doivent  éprouver  aucune  autre  action  extérieure,  on 
aura,  j"'  et  z'  étant  deux  directions  rectangulaires  à  oc',  et  normale- 
ment auxquelles  on  peut  supposer  taillées  ses  quatre  faces  latérales, 

(128)  Pa:fa:>  =  Pi    /?^y  =  O,     p^r^,=  0,     ^^,^,  =  O,     p^,^,—  0,    p^, y  =  Q  ; 

d'où,  d'après  la  formule  générale  (aS)  de  changement  de  plan  de 
pression,  en  mettant  a;',  j*'»  z'  pour  jc,  j",  z  dans  son  second  membre, 
ce  qui,  d'après  (128),  !«  réduit  à  son  premier  terme,  et  en  remplaçant 

[*]  Exercices,  4*^  an  mie  (1829),  p.  3o  à  ^1. 
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successivement  les  directions  arbitraires  n,  s  par  a:,  j,  z, 


(ï29) 


Pry  —  P^Xx'^  Pzz=pcl^', 


\    p.,.,   =  pCrx'  » 

}    Pvz  =  pCy.r'Cz.i',     P:.,   =  pC,y  C.r.r' y    Puj  =  pC.,.r'Cr.r' 


Égalant  les  secoiuls  membres  à  ceux  des  expressions  générales  (i)  des 
mêmes  composantes  de  pression  /),,.,  etc.,  nous  aurons  six  équations 

(i3o)  j        2    _  _ 

dont  on  pourra,  en  les  résolvant,  tirer  les  valeurs  des  six  inconnues 

'\,,  ^,  ^\-,  grr,  gzx,  %xr 

Substituant  celles-ci  dans  l'expression,  semblable  à  la  première  (26) 
de  ^,.,,  en  fonction  des  mêmes  déformations  parallèles  aux  j?,  j-,  2, 
savoir 


(i3r) 


li^.   ou    I  =  ^^C^^-  H-  cV  C^^.  -f-  ^^  c\^,  -\- 

gj2  ^yxi  ^zx'    '    gzx  ^zx'  ^xx'  "f"  %xy  ^xx' ^yx'  y 

on  obtiendra,  en  divisant  par  p, 


I  t    uneexpressionà  iStermesen  c*^',  C^y,  C*^',C^,f  C^^»,...,C^^»C^j.^, 


(.32) 


affectés  de  fonctions  des  2 1  coefficients  a 


xxxx  ■)'•'■)  "x/ xy 


C'est  la  formule  générale  donnant  la  distribution  des  modules  E  au- 
tour d'un  point. 

Si,  à  partir  de  ce  point,  l'on  porte  sur  chaque  droite  de  direction  x' 
une  longueur 

l'ensemble  des  extrémités  formera  une  surface  dont  on  obtient  l'équa- 
tion en  coordonnées  rectangles  si  l'on  fait,  dans  l'équation  (i32) 


(i33) 


X  y  z 


yf. 


;/Ê 
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car  E  disparaît,  et  l'on  a 

(  I  34)      I  =  (une  expression  homogène  du  4*  degré  en  x,  y,  z  k  i5  termes), 

où  les  trois  coefficients  de  x'^,  j\  z"  sont  les  inverses  des   modules 
d'élasticité  dans  les  sens  ûc,  j",  z. 

Comme  les  valeurs  de  ^^.,  <>yi-..gxy  tirées  de  (i3o)  auraient  pour 
dénominateur  commun  une  expression  à  720  termes,  nous  ne  déve- 
lopperons le  calcul  que  pour  le  cas  où  ]es  jz,  zx,  xj  sont  trois  plans 
de  symétrie  de  contexture.  En  écrivant,  avec  les  notations  (4^), 

(  pxx  =  a  D^  +  f  '  5^  -t-  e'  :)^, ,  p,.,  —  d  g^.^ , 

(i 35  )  <  pyy  =  f  ' ^x  4-  b D^.  -h  d'D^      et     /?^^  =  e g^^ , 

(  Pzz  =  e' Dx  H-  d' J^  +  cD^ ,  p^.^.  =  f g^.^. , 

puis  remplaçant  les  premiers  membres  par  (129)  avec  à^  Cj.,  c^,  c^  écrits 
pour  abréger  au  lieu  de  3^',  c^^^j,  c^^,  c^^^,  c'est-à-dire  par 

{i36)  E3c|,  E^c^,  EDc|,  EcIc^c^,  E^c^c^.,  EDc^c^.  , 

et  faisant,  après  résolution,  le  dénominateur  commun 
(137)  abc  -  ad'2  -  be'^  -  cf'^ -t-  ad'e'f  =  D, 

puis 

ihc—à''__    I         ca  — e''_    I         ah  —  î''_i_ 

1    ^  ad^  — e^r_   I       _i be^— f'd^_   i       _i__cr  — d'e'_    1 

(âd  D         ""Fi'âë  D  "f/ÏT  D        ~  F,  ' 

on  obtient 

(,39)    j   ,,-=-Ei  [{j^  _  ±^)  cj  +    I  +   (^  -  jîg)  c/],  g„=  i^c.C,, 


c^c,. 

\f,         iû  j    •'  il..  J      ^•^-'  t 

Tome  VIII  (2*  série).  —  Décembre  i863 


X  ^y  •) 
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d'où  l'on  déduit,  en  substituant  dans  (i3i),  la  formule 


,i4o) 


Ci  c;  c;  g: 


et  l'équation  de  la  surlace  dont  les  rayons  vecteurs  sont  les  racines 
quatrièmes  des  modules  E  dans  leurs  sens  est 


('40 


l'Ir 


^    + 


E, 


2î'X^ 


'->.  .^■•  y- 
F, 


Les  constantes  E, ,  E, ,  E^  peuvent  se  déterminer,  comme  on  a  dit, 
en  Jaillant  trois  prismes  dans  les  directions  x^  y^  z. 

Caucliy  observe  qu'on  peut,  par  le  même  moyen  expérimental,  dé- 
terminer les  trois  autres  constantes  que  nous  appelons  F,,  Fj,  F3;  car 
si  l'on  taille  trois  prismes  dans  des  directions  bissectrices  des  angles 
droits 

[y,  z),     (z,  x),     (.r,  j) 

et  si  l'on  appelle  leurs  modules  d'élasticité 

rlii,     lL2>     E3, 

on  a,  en  faisant   Cj.  =  o,  c^.  =  c^  =  7  v2  (l^ns  (i4o)j  'a  première  des 
expressions  suivantes  dont  les  deux  autres  s'obtiennent  de  même  : 


(«42) 


E,  ~  4  \E,  "^  E, 
I    '  /  '  ' 

E, -4U."^eJ 


I 
I 
I 


d'où  l'on  peut  tirer  F,,  Fj,  F3. 

Il  observe  aussi  qu'en  appelant  «s  le  module  d'élasticité  dans  les 
quatre  directions  faisant,  avec  les  trois  axes,  des  angles  égaux,  ou  pour 
lesquelles 


c^  —  c^  —  c^  —  .,  ' 
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on  a 


f ,  fO\       •  i/i,       1,1.-2  'i  i\         4/1  I  l\  l/l  I 


27.  Limites  des  valeurs  relatives  de  quelques-uns  des  coefficients 
^xxxzi  etc.  —  Les  formules  précédentes  |3euvent  nous  fournir  à  cet 
égard  quelques  documents. 

Supposons  en  effet  la  contexture  la  même,  non  pas  en  tous  sens, 
mais  dans  les  trois  directions  rectangulaires  x,  j,  z,  d'où 

(   a  =  b  =  c,        d=:e  =  f,       d'  =  e'  =  f', 
I  E^=E^=E^,      F,  =Fo  =  F3,     E,=3E2=E3; 

on  trouve  alors 

(.45)      E^  =  ^'-^'^^'1-'^'\    E.  =  4d        (— J'X^--d') 


a-f-d'  '        ^     -(a  — d')(a-f-2d')^-2ad 

Les  corps  solides  dont  on  se  sert  n'offrent,  dans  aucune  de  leurs  par- 
ties, une  contexture  instable  comme  celle  que  peut  avoir  l'intérieur 
des  larmes  bataviques,  etc.  Les  modules  d'élasticité  tels  que  E^.,  E,  des 
petits  prismes  qu'on  y  taille  doivent  donc  être  positifs.  Cela  exige 
qu'on  ait 

a  >  d',     ou     a^^.^^  >  a^^^,.     ou     a^.^^^, 

ou  que  l'élasticité  directe  soit  plus  grande  que  l'élasticité  latérale,  ce 
qui  est  d'ailleurs  évident  pour  peu  qu'on  les  attribue  au  jeu  des  ac- 
tions entre  molécules. 

On  conçoit  aussi  que  dans  le  corps  dont  les  modules  d'élasticité  sont 
égaux  en  trois  sens  orthogonaux,  les  modules  des  sens  intermédiaires 
ne  s'élèveront  guère  à  une  fois  et  demie  ceux-ci,  ou  ne  descendront 
guère  aux  deux  tiers.  Or,  en  faisant  d'  =  d  conformément  à  la  théo- 
rie moléculaire,  on  trouve 


.  E._       4d(a4-d)  il   _        3d(a-hd) 

^140  j  E,  "~  a'+3ad-2d^'      E,  ~  (a  —  d)(a  +  3d] 
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Pour  que  ces  deux  rapports  restent  entre  -  et  „  il  faut  respective- 
ment que 

-  reste  en (rt*    i   et    4j70vi,      et  entre   •2,2"^()   et    li.iGo. 
d  ' 

D'où  l'on  peut  inférer  jusqu'à  un  certain  point  que  lorsque  a,  b,  c  ne 
sont  pas  égaux,  cl,  e,  f  ne  varient  guère  qu'entre 


I 

2,2 


I 

4^3 


et     y—      lie      S'bc,      lie      \/ca      et  de      y'ab      respectivement. 


On  trouverait,  aussi,  en  raisonnant  comme  au  n°  12,  que  si  l'on 
s'impose  que  les  E  varient  graduellement,  c'est-à-dire  augmentent  ou 
diminuent  constannnent,  de  l'iuie  à  l'autre  de  leurs  trois  valeurs  prin- 
cipales Ej.,  E>,  E;;,  sans  offrir  d'autres  maxima  et  minima  ni  dans  les 
plans  jrz,  ^a',  xj.,  ni  dans  l'intérieur  de  leurs  quatre  angles  trièdres, 
et  offrent  une  marche  de  variation  simple,  il  faut  : 

/        1°  Que  F,  ne  sorte  i)as  de  l'intervalle  de  E^  à  E^  ;   Fj  de  E^  à  E^.; 
F3  de  E^.  à  E^  ; 

?"  Que  si  E^.  >  E^.  >  E.  «m  ait  en  même  temps  F,  <  Fj  <  F3  ; 
3"  Que,  malgré  ces  deux  premières  relations,  les  quantités 


('4?) 


(e,         F,)iE.         F. 


I        I  \ 

/  « 

I 

ë;~  f;j 

(ê;- 

F 

E.     F.; 

(i- 

I 

F 

a 


I 

V, 
j 

f; 


n'aient  pas  trois  valeurs  de  même  signe. 

Les  limites  de  valeurs  relatives  qui  en  résidteront  pour  les  rapports 
nmtuels  entre  les  coefficients  a,  b,  c,  d  ou  d',  e  ou  e',  fou  f,  diffé- 
reront peu  de  celles  qui  résidtent  des  conditions  analogues  posées  au 
nM2. 

Il  est  possible  que  ces  conditions  d'inégalité  ou  de  >  et  <  entre 
les  coefficients  soient  applicables,  jusqu'à  un  certain  point,  aux  bois. 

Mais,  pour  les  métaux,  nous  pensons  que  les  élasticités  doivent  suivre 
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le  mode  de  distribution  remplissant  tontes  les  conditions  i",  2",  '^"^ 
d'une  manière  plus  déterminée,  dont  nous  allons  nous  occuper  au 
numéro  suivant  et  qui  revient  à  celui  du  n*^  15. 

28.  Distribution  ellipsoïdale  des  modules  d élasticité  E.  —   Considé- 
rons le  cas,  compris  dans  (i47)j  où  l'on  a 


(i48)  F,  =:v'ErE.»     F.^VE.E.,     F3  =  vE.E,; 

on  trouve,  en  substituant  dans  l'équation  (i4o)  -r.  =••,  t;t  extrayant 

les  racines  carrées,  la  formule  suivante  pour  obtenir  le  module  E  dans 
une  direction  quelconque,  déterminée  par  les  cosinus  c^,  c^,  c^  : 

et  pour  l'équation  de  la  surface,  alors  ellipsoïdale,  dont  les  rayons  vec- 
teurs sont  les  sJYj  : 

(i5o)  \  =  J^^IL^JL^ 

.  VEx  VEr  Sl^z 


La  condition  F,  ==  v/E^E^,    la  première   des    trois   (r48),  revient, 
d'après  les  expressions  (i38),  à 


I  ad'  — e'f'\2        ca  — e'2   ab  — f'  = 


ad  D        /  D  D 

ou  a 

D-^-  4Dd(ad'-  e'f')==  4cl'  [(ca  -  e'^ab  -  f'^)  -  (ad'-  eï^'J  =4cuPD. 

Ou  peut  diviser  par  D  et  l'on  obtient,  en  faisant  de  même  pour  les  deux 
autres  conditions  (i48), 

/D     ou     abc-ad'^-be'--cf'^  +  2dVf'=4d[n(d+d')-eTj=: 

(i5i)     \  =4e[b(e4-e')-f'd']  = 

(  ==4f[c(f  +  f')-d'e'], 
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équations  qui  sont  satisfaites  par 

(9.eH-e')(2f+r)        ,         (2f-+-r)(2d-i-<r)  (2a  +  d')(2e  +  e') 

a  =  ; n '        l)  =  : ; '        0  =:  r. }r, : 

2(1 +  (1                                     2e  H- e  2tH-f' 
ou,  ce  qui  revient  au  mémo,  par 

2(1 -)- d' =  ^  bc,      2e  +  e'=\/ca,  2fH-f'=\/ab, 


1 1^^)  ;'  Si  I  on  a  on  nicnir  loinps 

J  d'         e'         f 

f  —  =  —  =  -  =  constante  /  ; 

I    (1  e  1 

c'est-à-dire  précisément  par  les  conditions  (57)  de  réduction  à  un  ellip- 
soïde de  la  surface  dont  les  rayons  sont  les  inverses  des  y/ây^^,  pourvu 
qu'on  y  joigne  les  conditions  (63),  sous  lesquelles  les  neuf  coeffi- 
cients a,  b,...,  d,...,  f'  peuvent  être  mis  sous  la  forme  (64)  (2H-î)a^,..., 
/;c,...,  ...  /«/>,  et  les  équations  d'équilibre  sous  la  forme  (66)   [*J. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  qui  est  celui  de  l'intégrabilité  des  équations  dif- 
férentielles sous  forme  finie  par  des  potentiels  analytiques  de  deux 
espèces,  aussi  facilement  que  quand  il  y  a  isotropie,  la  distribution  des 
modules  d'élasticité  E  est  ellipsoïdale  comme  celle  des  élasticités  di- 
rectes a^-^-^.^,. 

Au  reste,  pour  la  surface  dont  les  rayons  sont  les  \JE^  comme  poiu* 

[*]  En  faisant  d'  =:  /d,  e'  1=  /e,  f  =  /f  dans  les  équations  (i5i)  et  éliminant  b,  c 
au  moyen  de  celles  que  donnent  les  trois  derniers  membres,  on  obtient  l'équation  en  a 


(^) 


'l^y_(3/^H-4,  +  4)^  +  2,'(/-}-2)  =  0, 


résolue  non-seulement  par  —  =  2-|-/,    qui,  répété  avec  les  autres  lettres,  entraîne  les 

/  r   \  ^'^       —  2  — /H-v/q/'+4'+4      ,,  ■  1 

premières  (102),  mais  encore  par   — r  = = -•    Mais  celte   der- 

et  2 

nière  valeur  ne  convient  pas  à  la  question,  car  quand  d=:e  =  f,  et  quand  on  fait  /  =:  i 

comme  l'indique  la  théorie  moléculaire,  il  en  résulte 

a  =  — - — —  d  =  o,562d, 
2 

ce  qui  est  impossible,  car  on  a  vu  qu'on  ne  pouvait  pas  prendre  a  <^  d. 
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la  surface  presque  inverse  dont  les  rayons  sont  les  ?  la  coupe 

par  un  ou  deux  des  trois  plans  jz,  zx,  xj  peut  être  elliptique  sans 
l'être  dans  l'autre  ou  les  deux  autres. 

29.  Surface  dont  les  rayons  vecteurs  sont  les  modules  E  eux-mêmes. 
—  Cette  surface  est  du  huitième  degré,  car  son  équation  se  déduit  de 
l'équation  (i32)  ou(i4o)en  y  faisant 


E  =  sjx'^  -\-f'  +  z- ,      et     c^.^.,  c^^-,  c^.,.  =  -= 


•^,  J 


ce  qui  donne,  si  c'est  de  (i4o)j 
(•53)  (^»  +  j^  +  ^^)3^^| 


Pour  en  tracer  autant  qu'on  veut  de  coupes  par  points,  ce  qu'il  y  a 
de  plus  facile  est  de  calculer  directement  les  rayons  vecteurs  E  au 
moyen  de 

I  c*   ,         r*    , 

en  se  donnant  les  angles (x,  x')^  {j,  x'j,  (z,  x')  de  ces  rayons  avec  les 
x,jr,z. 

Dans  le  cas  de  distribution  du  n°  28  où  l'on  a  un  ellipsoïde  quand 
ce  sont  les  y  E  qu'on  prend  pour  rayons,  c'est-à-dire  où  l'on  a  (i49) 

cette  surface  du  huitième  degré  (i53),  dont  les  rayons  sont  les  E, 
diffère  peu  d'un  ellipsoïde  de  mêmes  diamètres  dans  les  sens  x,  r,  z 
lorsque  les  trois  élasticités  principales  E^.,  E^.,  E^  n'ont  pas  entre  elles 
des  rapports  de  plus  de  3  à  2.  Mais  elle  en  diffère  très-sensiblement 
quand  ces  rapports  mutuels  sont  plus  considérables,  comme  on  peut 
voir  à  la  figure  ci-après,  où  la  ligne  courbe  pleine  AEB  représente  un 
quart  de  coupe  de  la  surface  par  un  plan  coordonné,  quand  on  a  un 
rapport  de  20  à  i  pour  celui  des  demi-axes  OA  =  E^.  et  OB  =  E, , 
tandis  qu'on  a  Aeb  lorsque  ce  rapport  n'est  que  de  2  à  i . 
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Et  les  différences  avec  l'ellipse  sont  dans  le  sens  des  eapérieîices  con- 
nues, car  M.  Hngen  [*  j,  après  avoir  mesuré  les  modules  d'élasticité  de 


cinq  espèces  de  bois  dans  le  sens  longitudinal  et  dans  le  sens  transver- 
sal supposés  être  x  et  j,  et  avoir  trouvé 

Ei.:E,=  48,         83,  i5,  22,  23 

pour  les  bois  de  pin,         sapin,        chêne,      hêtre  rouge,     hêtre  blanc, 

soit  moyennement  =  20,  a  fait  aussi  quelques  mesurages  de  modules 
dans  des  sens  obliques  x',  et  a  proposé,  pour  représenter  à  peu  près  ses 
expériences  dont  il  ne  donne  pas  le  détail^  l'expression 


(.55) 


I  r     ,  c 

Ë  ~  "ET        "ËI 


qui  fournirait  la  courbe  AUB  en  petit  ponctué;  or  la  courbe  pleine 
AEB  donnée  par  la  distribution  elliptique  des  VE,  ou  par 


n'en  diffère  pas  dans  les  limites  d'exactitude  des  expériences  de  ce 

genre. 

La  formule  empirique  de  M.  Hagen  ne  saurait  être  adoptée,  car  elle 
p 
donne,  quand  -^  =  2,  la  courbe  Ahb,  qui  est  tout  à  fait  inacceptable; 

et,  en  général,  comme  cette  courbe  (i55)  est  circonscrite  au  rectangle 


[*]  Ucber  die  Elasticitat  des  Holzes  [Jnnales  de  Poggcndorf,  t.  LVIII,  p.   125),  et 
Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  i845,  2'  semestre,  p.  276. 
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dont  les  demi-côtés  sont  E^.  et  E^.,  elle  donne  pour  E  un  maximum  qui 
est  en  grandeur  et  en  direction  la  demi-diagonale  y/E^  +  E^,  ce  qui 
ferait  E^.  v^2  quand  les  élasticités  sont  égales  dans  les  directions  x  et 
jr,  tandis  que  dans  ce  cas  E^.  =  E,.,  E  devrait  être  =  E^,  ou  égal  en 
tous  sens. 

Sur  la  même  figure,  les  courbes  en  ponctué  long  AlB,  ASB  repré- 
sentent ce  que  serait  la  coupe  xy  de  la  surface  du  huitième  degré  (i53) 

j;  

pour  ^  —  20,  si,  au  lieu  de  l'expression  (i48)  F3  =  s'E.E,  on  prenait 

successivement,  pour  la  constante  F3,  sa  limite  inférieure  E^  et  sa 
limite  supérieure  E^.  déterminées  par  les  premières  conditions  [\ /[']).  La 
deuxième  courbe,  ASB,  exagère  encore  l'inconvénient  signalé  dans  la 
courbe  empirique  (i55)  AHB;  et  la  première,  AIB,  s'en  écarte  trop  et 
offrirait  une  loi  bizarre  et  tout  à  fait  improbable.  Ces  inconvénients 
subsistent  dans  la  courbe  Aib, analogue  à  ATB  mais  relative  à  —  =  2: 
et  la  courbe  Asb,  analogue  à  ASB  pour  ce  même  cas  qui  n'a  pas  été 
celui  des  expériences,  offre  toujours  une  loi  moins  simple  et  moins 
probable  que  Aeb. 

Ainsi,  quoique  la  loi  de  distribution  ellipsoïdale  des  y'E,  répondant 
à  (1/48)  Y ^  =  y/E^E^,  etc.,  et  aussi  à  (iSa)  ou  (57)2d  H-  d'=  v^bc,  etc.,  et 
représentée  par  les  équations  (149)  011  ('54),  "e  soit  pas  prouvée  pour 
les  corps  amorphes  dans  lesquels,  comme  pour  les  bois,  les  élasticités 
sont  très-différentes  dans  différents  sens,  cependant  il  conviendra  d'en 
essayer  toujours  l'emploi  dans  la  pratique;  et,  lorsqu'on  ne  pourra  pas 
l'adopter  exactement,  il  ne  faudra  pas  s'en  écarter  beaucoup. 

§  VL  —   Résumé  et  conclusions  pratiques. 

50.  Nous  avons  (§  II,  n°*  2  à  4),  dans  un  préambule  qui  devait 
servir  aux  considérations  et  à  la  discussion  du  §  IV,  rappelé  l'établis- 
sement des  formules  d'élasticité,  y  compris  celle  du  potentiel  des  forces 
intérieures,  employé  dès  le  principe  par  Navier  (et  dont  les  géomètres 
de  l'Angleterre  et  de  l'Allemagne  font  un  grand  usage),  et  nous  avons 
compris  dans  toutes  ces  formules  et  établi  de  diverses  manières  les 
termes  qui  dépendent  d'un  élément  ordinairement  omis,  savoir,    les 

Tome  VIII  (a»  série).  —  Décembre  i863.  54 
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pressions  pritnitms  (/'ji,----,  /^^^)  J'ouvant  exister  dans  le  corps  ou 
dans  le  milieu  élastique  avant  les  déplacements,  déformations  ou  mou- 
vements vibratoires,  qui  sont  l'objet  des  calculs. 

Nous  avons  montré  qu'entre  les  trente-six  coefficients  a,  ,.j.i.,  etc. 
qu'elles  contiennent  outre  les  six  composantes  primitives  p^,  il  y  a 
au  moins  <y/^///Jse  égalités  deux  à  deux  (5)  qui  les  réduisent  à  vingt  et  un 
au  })lus,  sans  compter  les  i/\r  égalités  complémentaires  [S)  encore  con- 
testées  quoiqu'elles  soient  fouinii's,  avec  ou  sans  calcul,  par  la  loi  des 
actions  moléculaires,  qu'il  est  inévitable  d'invoquer  de  toute  manière, 
ouvertement  ou  tacitement,  pour  établir  toute  formule  d'équilibre 
d'élasticité. 

Nous  avons  ensuite  (§  III,  n"*  5  à  IG)  démontré  la  formule  symbo- 
lique très-simple  (33)  qui  donne  les  vingt  et  un  coefficients  d'élasli- 
cité  a^y  t,  j^t^, ...  'Ay'  z'  y'z'  f-^r'j-'r'-i'  pour  de  nouveaux  axes  coordonnés 
en  fonction  des  vingt  et  un  a^.^.,.^. ...  a,.,.^,.  pour  des  axes  anciens,  et  qui 
fournit  même,  plus  généralement,  les  coefficients  (pii  entreraient  dans 
l'expression  d'une  composante  oblique  de  pression  sur  une  face  quel- 
conque. Les  mêmes  notations  symboliques  expriment  très-brièvement 
la  plupart  des  fornudes  de  l'élasticité. 

La  loi  des  élasticités  directes  a^.,^^,^.,^-  en  divers  sens  est  donnée  (n°t>) 
par  les  inverses  des  quatrièmes  puissances  des  rayons  vecteurs  ou  des 
diamètres  d'une  surface  du  quatrième  degré,  dont  les  ternies  ont  une 
grande  analogie  avec  ceux  qui  composent  l'expression  du  potentiel 
(n**  2),  et  qui  offre,  dans  le  cas  de  trois  plans  de  symétrie,  treize  dia- 
mètres normaux  ou  treize  directions  de  maximum  et  de  minimum,  se 
réduisant  à  trois  lorsque  les  coefficients  ont  entre  eux  certaines  rela- 
tions d'inégalité,  probablement  toujours  vérifiées. 

Dans  un  cas  encore  plus  particulier,  exprimé  par  trois  relations 
d'égalité  telles  que  ad  H- d' =  y'bc,  l'équation  du  quatrième  degré  se 
réduit  au  second  ;  la  distribution  des  élasticités  directes,  ou  plutôt  de 
leurs  racines  quatrièmes  inversées,  est  ellipsoïdale.  Lorsqu'elle  a  lieu, 
^es  équations  de  l'équilibre  d'élasticité  sont  intégrables  sous  forme  finie 
par  des  expressions  analogues  au  potentiel  analytique  de  Green,  aussi 
facilement  que  quand  il  y  a  isotropie;  et  réciproquement  une  pareille 
intégrabilité  exige  la  distribution  en  question.  Mais  ce  mode  dedistri- 
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bution  doit  être  remarqué  à  un  autre  titre,  car  c'est,  comme  le  prouve 
un  calcul  facile  des  forces  moléculaires  en  jeu,  celui  qui  doit  s'observer, 
au  moins  à  très-peu  près  entre  certaines  limites  d'inégalité  des  élasti- 
cités en  divers  sens,  dans  les  corps  solides  amorphes  ou  à  cristallisation 
confuse,  ou  dans  les  milieux  élastiques  dont  l'isotropie  a  été  altérée 
par  des  compressions  ou  dilatations  inégales  rapprochant  plus  les  mo- 
lécules dans  certaines  directions  que  dans  d'autres. 

Au  §  IV  (n"*  17  à  24)  nous  avons  appliqué  la  foriiuile  (33)  de 
transformation  des  coefficients  à  l'examen  de  certaines  conditions  ou 
relations,  au  nombre  dequatorze,  auxquelles  l'illustre  physicien  Green 
assujettit  les  vingt  et  un  coefficients  d'élasticité  du  fluide  éthéré  dans 
l'intérieur  des  corps  transparents  biréfringents  pour  que  les  vibrations 
molécidaires  y  soient,  comme  dans  l'air  ou  le  verre,  exactement  paral- 
lèles aux  plans  des  ondes  lumineuses  de  toute  direction,  afin  de  se  con- 
former à  l'hypothèse  que  Fresnel  a  prise  pour  base  de  sa  théorie  évi- 
demment défectueuse  quoique  unie  à  d'aussi  brillantes  découvertes, 
et  bien  que  Green  reconnaisse  que  cet  exact  parallélisme  ne  doit  pas 
s'observer  dans  tous  les  corps  transparents.  Nous  avons  montré  d'abord 
que  ces  quatorze  conditions  sont  absolument  les  mêmes  lorsqu'il  y 
avait^  antérieurement  à  tout  ébranlement,  des  pressions  primitives  /)** 
de  grandeur  et  de  direction  quelconque  dans  l'éther,  en  sorte  qu'on  ne 
peut  pas  chercher,  dans  l'existence  possible  de  ces  pressions  ordinaire- 
ment omises,  la  solution  des  difficultés  auxquelles  conduit  l'hypothèse 
que  Green  et  Fresnel  se  sont  imposée.  Nous  avons  reconnu  ensuite  que 
d'après  les  conditions  en  question  l'élasticité  directe  de  l'éther  dans  le 
cristal  ^er-àit  égale  en  tous  sens  ;  qu'une  même  dilatation  y  produirait, 
dans  toutes  les  directions,  une  pression,  non-seulement  de  même  in- 
tensité, mais,  aussi,  constamment  normale  à  la  face  où  elle  s'exercerait 
comme  dans  les  corps  isotropes;  qu'il  y  aurait,  entre  les  élasticités 
directe,  latérale  et  tangentielle,  les  mêmes  relations  que  dans  ces 
corps,  etc.  ;  enfin  que  chacune  des  conditions,  si  elle  s'observe  dans 
toutes  les  directions,   entraîne  toutes  les  autres. 

Il  est  impossible  de  ne  pas  en  conclure  que  les  quatorze  conditions 
de  transversalité  des  vibrations  sont  simplement  celles  de  l'isotropie 
du  milieu.  Le  calcul  le  montre  d'une  manière  évidente,  si  l'on  admet 
comme  Fresnel,  Cauchy,  etc.,  que  les  particules  de  l'éther  agissent 
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entre  elles  suivant  leurs  lignes  de  jonction  et  proportionnellement  à 
une  fonction  de  leiu-s  distances;  mais  si  l'on  rejette  l'nsaf^e  de  cette 
grande  loi  physique,  non-seulement  pour  rctablisseuientdes  écpiations 
de  l'élasticité,  mais  encore  pour  le  calcul  des  inégalités  d'élasticité  dans 
un  corps  ou  un  milieu  où  les  molécules  ont  des  degrés  divers  de  rap- 
prochement, il  est  toujours  évident  que  toute  autre  loi  qu'on  lui 
substituerait  donnerait  nécessairement  des  inégalités  entre  les  élasti- 
cités directes  tout  aussi  bien  qu'entre  les  élasticités  latérales  ou  tan- 
gentielles  dans  les  directions  où  les  intervalles  moléculaires  sont  dif- 
férents, connue  cela  doit  avoir  lieu  dans  le  verre  comprimé  ou  trempé, 
et  même  dans  les  cristaux  dont  la  forme  est  polyédricpie  îion  ré^uUère^ 
comme  celle  île  cristaux  biréfringents. 

De  là  l'impossibilité  de  la  double  réfraction  dans  un  corps  transpa- 
rent, si  les  vibrations  lumineuses  sont  exactement  transversales,  pour 
toutes  les  inclinaisons  qu'on  peut  supposer  aux  plans  des  ondes,  et 
non  pas  seulement  pour  certaines  directions  principales  telles  que 
celles  des  maxima  et  minima  des  élasticités  directes. 

Mais  cette  transversalité,  ou  ces  quatorze  conditions  de  Green,  ne 
sont  nullement  nécessaires  pour  que  l'onde  courbe  enveloppée  par 
toutes  les  ondes  planes  qui  se  sont  croisées  au  méuie  instant  en  un 
même  point  soit  exactement  la  surface  du  quatrième  degré  de  Fresnel, 
dont  l'étude  a  révélé  des  particularités  curieuses,  si  bien  confirmées 
par  l'expérience.  Il  suffit,  pour  cela,  de  conditions  ou  relations  moins 
nombreuses  et  plus  générales,  et  qui,  malgré  un  peu  moins  de  sim- 
plicité dans  leur  expression,  n'ont  rien  de  bizarre  ni  d'arbitraire,  et  au 
contraire  s'observent  très-probablement  dans  la  réalité,  car  on  recon- 
naît facilement  qu'elles  coïncident,  exactement  peut-être,  mais  en  tous 
cas  très-approximativement,  avec  les  conditions  (de  distribution  ellip- 
soïdale) qui  sont  remplies  pour  un  corps  élastique  dont  l'isotropie 
primitive  a  été  altérée  par  des  compressions  inégales;  or  c'est  précisé- 
ment l'état  où  tous  les  physiciens  admettent  que  se  trouve  l'éther,  non- 
seulement  dans  le  verre  comprimé,  mais  aussi  dans  l'intérieur  des 
cristaux  des  formes  polyédriques  non  régulières  les  plus  diverses. 

Ces  conditions  (112),  (11 3)  sont  celles  qui  ont  été  trouvées  par 
Cauchy,  dont  on  peut  présenter  l'analyse  d'une  manière  simple  et  en 
même  temps  plus  générale,  car  on  peut  y  conserver  les  vingt  et  un 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  429 

coefficients  que  plusieurs  géomètres  croient  indépendants;  et  comme 
ce  nombre  de  coefficients  n'est  pas  nécessaire  pour  obtenir  la  surface 
de  Fresnel,  qui  se  construit  aussi  bien  quand  on  n'en  conserve  que 
quinze,  on  ne  trouve  aucun  motif  de  rejeter  les  six  égalités  dites 
complémentaires  (8)  des  coefficients  deux  à  deux,  dans  la  considéra- 
tion des  phénomènes  de  la  double  réfraction. 

Une  légère  obliquité  des  vibrations  lumineuses  aux  rayons  et  même 
aux  ondes  à  leur  passage  à  travers  les  corps  biréfringents  n'est  contre- 
dite par  aucune  expérience,  et  elle  n'a  rien  d'incompatible  avec  l'onde 
de  Fresnel,  ni  même  avec  les  expériences  photométriques  faites  sur 
les  quantités  de  lumière  reçues  et  transmises.  Si,  d'ailleurs,  on  recon- 
naît par  la  suite  que  cette  onde  du  quatrième  degré  à  deux  nappes, 
jointe  à  une  onde  ellipsoïdale  pour  les  rayons  non  lumineux,  ne  fournit 
qu'une  simple  approximation  dont  on  ne  puisse  plus  se  contenter, 
et  qu'elle  n'explique  pas  certains  faits  nouvellement  acquis  ,  on 
pourra  toujours,  faute  de  savoir  poser  l'équation  de  l'onde  Cauchy  à 
trois  nappes,  étudier  toutes  les  particularités  de  la  marche  des  ondes 
sur  sa  polaire  réciproque  (par  rapport  à  une  sphère  ayant  le  même 
centre),  dont  l'équation  du  sixième  degré  est  simple  et  toute  posée,  et 
dont  M.  Haughton  a  déjà  reconnu  les  nœuds  et  étudié  en  partie  les  pro- 
priétés, fort  analogues  à  celles  de  la  polaire  de  l'onde  Fresnel;  et  cette 
étude  rationnelle  conduira  peut-être  à  d'autres  découvertes  plus  déli- 
cates qui  auraient  échappé  en  persistant  à  baser  l'optique  théorique 
sur  des  expédients  impliquant  contradiction  à  plusieurs  égards. 

Enfin  nous  avons  reconnu  (§  V),  en  prenant  pour  base  un  travail 
de  Cauchy,  que  les  modules  d' élasticité  E,  définis  à  la  manière  de 
Young  et  de  Navier,  et  qui  entrent  dans  les  formules  d'extension  et  de 
flexion  des  solides,  se  distribuaient  dans  les  diverses  directions  sui- 
vant une  surface  du  quatrième  degré,  inverse  à  quelques  égards  de 
celle  qui  nous  a  manifesté  la  loi  de  distribution  des  élasticités  directes 
^x'x'x'x'  en  tous  sens.  On  tire  de  leur  considération  certaines  limites 
des  rapports  entre  les  élasticités  directes  et  les  élasticités  latérales  ou 
tangentielles  dans  les  solides  en  général. 

La  distribution  des  racines  quatrièmes  des  modules  E  est  ellipsoïdale 
dans  les  mêmes  cas  que  celle  des  inverses  des  racines  quatrièmes  des 
élasticités  directes  aj/^,^/^.,. 
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Ces  considérations  ne  sont  pas  de  pnre  spécnlation.  On  a  reconnn 
que  divers  tails  de  l'élasticité  des  mélaiix,  du  verre,  etc.,  ne  poiivaien» 
être  snffisannnent  bien  représentés  par  les  formules  d'isotropie  à  un 
seul  coefficient,  fournies  par  les  premiers  travaux  des  géomètres  sur  la 
lliéorie  de  l'élasticité.  Bien  que  le  tiésaccord  ait  été  exagéré,  et  dispa- 
laisse  bien  des  fois  devant  une  discussion  de,^  expériences,  il  est  tres- 
viai  que  l'interprétation  exige  d'autres  fois  qu'on  puisse  disposer  de 
plusieurs  constantes.  Quelques  savants  ont  cru  satisfaire  convenable- 
ment à  cette  condition  en  employant  des  formules  qui  supposent  encore 
l'isotropie,  mais  où  l'on  admet  deux  coefficients  indépendants,  malgré  le 
résultat  contraire  fourni  logiquement  par  la  loi  des  actions  entre  molé- 
cules (]ui  est,  disons-nous,  toujours  tacitement  invoquée,  même  quand 
on  en  veut  repousser  les  conséquences.  Mais,  ainsi  que  nous  l'expri- 
mons à  la  fui  du  n"  2,  et  espérons  le  démontrer  complètement  ailleurs, 
c'est  là  un  expédient  conduisant  à  se  faire  illusion  sur  la  vraie  cause 
des  faits  à  interpréter.  Il  faut  plutôt  recourir  aux  formules  d'hétéro- 
-ropie,  en  reconnaissant  une  différence  d'élasticité  suivant  trois  ou  au 
moins  deux  sens  rectangulaires.  Or  la  loi  de  variation  des  élasticités 
dans  les  sens  obliques  n'est  pas  arbitraire,  et,  pour  les  corps  amorphes 
généralementemployésdanslesconstructioDS,lenombre  des  coefficients 
indépendants  a  besoin  d'être  réduit.  Notre  loi  ellipsoïdale,  qui  lie  les 
élasticités  tangentielles  d,  e,  f  aux  élasticités  directes  a,  b,  c,  et  qc 
donne  ainsi  trois  constantes  seulement  dans  les  cas  ordinaires  de  con- 
texture  symétrique  par  rapport  à  trois  plans,  est  la  plus  convenable  à 
adopter,  non  pas  seulement  comme  la  plus  simple  et  prêtant  le  mieux 
aux  calculs  analytiques  (n°  15),  mais  comme  offrant  un  haut  degré  de 
probabilité,  qui  devient  de  la  certitude  (au  moins  à  une  approximation 
qui  suffit)  si  l'hétérotropie  des  corps  métalliques,  vitreux, etc.,  dont  on 
s'occupe,  résulte  de  ce  que  l'écrouissage,  l'étirage,  etc.,  ou  les  circon- 
stances de  la  solidification,  n'ont  fait  que  rapprocher  plus  leurs  molé- 
cules dans  certains  sens  que  dans  d'autres;  et,  d'après  quelques  expé- 
riences faites  en  Allemagne,  elle  offre  encore  ce  qu'il  y  a  de  mieux  à 
adopter  même  pour  les  bois,  dans  lesquels  les  différences  d'élasticité 
en  divers  sens  sont  très-considérables. 
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THÉORÈME    D'ARITHMÉTIQUE; 
Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


Soit  m  un  nombre  entier  impair.  Décomposons  4'«,  tle  tontes  les 
manières  possibles,  en  une  somme  de  quatre  carrés  impairs,  et  soit  en 
conséquence 

/,  i',  i" ,  i'"  désignant  des  entiers  unpairs,  positifs;  puis  formons  la 
somme 

Il  '  —  I 

relativement  à  toutes  ces  décompositions.  Il  faut,  comme  on  voit. 
prendre  dans  toutes  les  décompositions  le  produit  ii'  affecté  du  signe 
H-  ou  du  signe  —  suivant  que  îi'  est  de  la  forme  4f--+-  '  ou  de  la 
forme  l\ix  ■+-  3,  après  quoi  l'on  fera  la  somme  algébrique  de  tous  ces 
produits.  Deux  décompositions  sont  différentes  dès  qne  /,  /',  /",  i"' 
n'y  ont  pas  identiquement  les  mêmes  valeurs.  C'est  sous  cette  condition 
qne  Jacobi  a  trouvé  le  nombre  des  décompositions  égal  à  la  somme 
des  diviseurs  de  m. 

Considérons  d'un  autre  côté  les  décompositions  de  2 m  qui  répon- 
dent à  l'équation 

2  tu  =  r^  -h  r''^  -h  4*^  -h  4^-, 

où  7\  /  '  sont  des  entiers  impairs  et  positifs,  tandis  que  s\,  s'  sont  in- 
différemment pairs  ou  impairs,  positifs,  nuls  ou  négatifs.  11  y  ama 
une  seconde  somme 

rr'  —  1 

relative  à  ce  nouveau  mode  de  partition. 
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Cela  posé,  je  dis  qu'il  existe  une  relation  très-simple  entre  les  deux 


sommes 


et 


2(- 


rr'-i 


I  rr 


En  effet  ces  deux  sommes  ont  toujours  la  même  valeur  absolue.  Elles 
sont  égales  et  de  même  signe  quand  m  =  lik  -h  i ,  mais  égales  et  de 
signe  contraire  quand  m  =  ^k-\-  i.  Ainsi  on  a  toujours 


;/•    —  1 

;■/•'. 


Je  ne  crois  pas  avoir  besoin  d'ajouter  des  exemples 
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